


Universidad Surcolombiana

Facultad de Educacion

Programa de Licenciatura en
Matematicas

Trigonometria Esférica

Jorge Luis Aros Torrente
Diego Armando Trujillo Ramos

Neiva, Huila
2017



Universidad Surcolombiana

Facultad de Educacion

Programa de Licenciatura en
Matematicas

Trigonometria Esférica

Trabajo presentado como requisito de grado
para optar al titulo de Licenciado en Matemadticas

Jorge Luis Aros Torrente
2007268733
Diego Armando Trujillo Ramos
2008276467

Asesor:
Mg. Hernando Gutiérrez Hoyos

Neiva, Huila
2017



Nota de Aceptacion

Presidente del jurado

Jurado

Jurado

Neiva, Marzo del 2017



AGRADECIMIENTOS

Primero que todo damos gracias a Dios quien nos dio la vida y salud para sacar adelante esta
distinguida carrera, dar gracias a nuestros queridos padres y hermanos que por su esfuerzo y apoyo
nos ofrecieron una educacién completa.

Agradecer a la Universidad Surcolombiana que nos propocioné la oportunidad de recibir una
educacién superior y de excelente calidad, especificamente al programa de Licenciatura en
Matemadticas que con su excelente equipo de trabajo ayudaron a nuestra formacién como
profesionales.

Al Profesor Hernando Gutiérrez Hoyos, por sus observaciones que lograron mejorar este trabajo,
a nuestros grandes profesores y amigos que nos brindaron su apoyo, tiempo y dedicacién para su
elaboracion.

Por ultimo a nuestros compaferos y amigos con los cuales se vivieron y
compartieron buenos y malos momentos durante el transcurso de
nuestra formacién como docentes.






INDICE GENERAL

Introduccién 9
Objetivos 11
0.1. ObjetivosGenerales . . . . . . . . . . i it e 11
0.2. Objetivos Especificos . . . . . . . . . . . .. 11
Justificacién 13
Reseiia Histérica 15
1. Geometria Esférica 21
1.1. Principales conceptos de la geometriaesférica. . . . ... ... ... ... ... .. ... 21
2. trigonometria esferica 31
2.1. Elementos de la trigonométricaplana . . . . ... ... ... ... ... .. . .. ... 31
2.2. Comparacion entre la geometria esférica y la geometriadelplano . . ... ... .. .. 33
2.3. Propiedades de los tridngulos esféricos . . . . ... ... ... ... . L L L L. 35
2.4. Areadeuntridnguloesférico . ... ... ... ... ... ... ... 37
2.5. Gruposde FormulasdeBessel . . ... ... ... ... .. ... .. ... .. .. ... . 38
2.6. Pentdgonode Neper . . . . . . . . . . . e e 43
2.7. Calculo de la distancia entre dos puntosdelaesfera . .. ... .. ... ... ...... 43
3. Resolucion de tridngulos esféricos 45
3.1. Resolucién de tridngulos esféricosrectdngulos . . . . . . . ... ... ... .. ... ... 45
4. TRIGONOMETRIA ESFERICA DESDE EL AULA DE CLASE. 49
4.1. Usosdidacticosdelaesfera . . .. .. ... ... ... . .. .. ... ... . .. 49
4.2. Lineamientos curriculares . . . . . . . . . .. .. Lo e 50
43. Poblacion. . . . . ... e 51
4.4. Heramientas parala implementaciéon didéctica . . . ... ... ... ... .. ...... 52
4.5. Instrumentos para recoger lainformaciéon . . ... ... .. .. ... .. ... ... .. 52
4.6. Metodologiadetrabajo . . ... ... ... ... .. 53



8 INDICE GENERAL

4.7. CONCLUSIONES . . . . . e e e e e e s s d e 57
4.8. Evidenciadelaactividad . . . . . . . . . .. . .. e 58
5. Bibliografia 63
Bibliografia 63

6. Webgrafia 65



INTRODUCCION

El presente trabajo de grado titulado La Trigonometria esférica fue realizado por los estudiantes
Jorge Luis Aros Torrente y Diego Armando Trujillo Ramos, con cédigos 2007268733 y 2008276467
respectivamente, del programa de Licenciatura en Matemaéticas de la Universidad Surcolombiana-
Neiva-Huila-Colombia, con el proposito de ilustrar de una manera adecuada, los diferentes
aspectos relacionados con la Trigonometria Esférica.

El uso de los tridngulos en las distintas aplicaciones de la vida cotidiana nos da la oportunidad
de confrontar algunos problemas donde se aplica la geometria plana,sin embargo existen otros
problemas donde no es posible aplicar la geometria plana o en algunos casos al aplicarla no se
resuelve totalmente el problema. Afortunadamente existe la geometria esférica que resuelve estos
problemas, teniendo en cuenta superficies no planas.

De esta manera se podrd lograr un acercamiento a esta rama de la matemaética que es usada en
la astronomia, en la geodesia. La utilizacién de la geometria de la esfera, nos ayudara a tener una
vision més acorde de la idea intuitiva que surge de la representacion esférica del Universo.
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OBJETIVOS

0.1. Objetivos Generales

= Identificar y relacionar los elementos mds importantes de la geometria de la esfera, definir
el tridngulo esférico, utilizar dicha geometria para introducir un ejemplo de geometria no
euclidiana, e ilustrar las principales diferencias entre las trigonometrias plana y esférica.

= Reconocer la importancia de los tridngulos en superficies no planas.

0.2. Objetivos Especificos

= Resolver tridngulos esféricos rectangulos y oblicuangulos, cualesquiera que sean los
elementos conocidos, mediante el uso de estrategias generales.

= Presentar una breve resefia histérica del desarrollo de la Trigonometria Esférica

= Relacionar los elementos de los triedros con los elementos de los tridngulos esféricos, y
obtener las propiedades y los criterios de igualdad de los tridngulos esféricos a partir de esta
relacion.

11
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0.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS




JUSTIFICACION

El objetivo principal de este trabajo de grado es repasar cuidadosamente los conceptos de la
geometria plana, teniendo en cuenta los conocimientos previos de la misma, para identificar las
principales relaciones y diferencias que pudiera tener con la geometria esférica.

La Trigonometria Esférica asume el estudio de las propiedades y relaciones que se establecen entre
los elementos de tridngulos definidos en la superficie de una esfera, mediante arcos de circulos
maximos, asi como de la resolucién de los mismos. Los tridngulos asi definidos se denominan
tridngulos esféricos y son las figuras geométricas bésicas de la Trigonometria Esférica.

Es por esta razén que el estudio de la Trigonometria Esférica se ha caracterizado por tener gran

acogida dentro del campo de la astronomia y la navegacion, y este trabajo de grado sera referente
para aquellas personas que deseen conocer mas sobre esta rama de las matemadticas.

13
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RESENA HISTORICA

Los Elementos de Euclides, que datan del siglo IIT a.C., contienen ya una aproximacién geométrica
de la generalizacién del teorema de Pitdgoras. La formulacién de la época debido a la ausencia de
funciones trigonométricas y del dlgebra obligé a razonar en términos de comparacién de édreas. Era
usual para ese entonces enunciados como el siguiente:

B

" 90°<({<180°

[ 2 [ S

(AB)? = (CA)? + (CB)? + 2 (AC) (CH)

Figura 1: proposicién 12, libro 2 elementos de euclides

“En los tridngulos obtusangulos, el cuadrado del lado opuesto al 4&ngulo obtuso es mayor que los
cuadrados de los lados que comprenden el &ngulo obtuso en dos veces el rectdngulo comprendido
por el lado, de los del dngulo obtuso, sobre el que cae la perpendicular y la recta exterior cortada
por la perpendicular, hasta el &ngulo obtuso.” (figura 1 ley del coseno)

Fue a finales del siglo XVIII cuando la notacién algebraica moderna, aunada a la notacién moderna
de las funciones trigonométricas introducida por Euler en su libro: INTRODUCTION IN ANALYSIN
INFINITORUM, (figura 2), permitieron escribir el teorema en su forma actual, conocido como:
Teorema del coseno.

15
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INTRODUCTIg

ITOREMS
1 -

Figura 2: INTRODUCTION IN ANALYSIN INFINITORUM.

la trigonometria esférica naci6 en la Antigua Grecia por la necesidad de dar una descripcién
precisa del movimiento de los astros. Fue Menelao de Alejandria (70-130 D.C.), en su libro
SPHAERICORUM, (figura 3), el primero en definir la nocién de tridngulo esférico y en sentar
las bases para su resolucién. Asi como las demostraciones de Euclides de las propiedades de
los tridngulos planos se basaban en la técnica de reduccién al absurdo, Menelao demostré sus
teoremas mediante métodos constructivos.

MENELAI
SPHAERICORUM
LIBRI N

Quor olim, sollstn M5, Hebresr &

Avabiic, Typhs caprimendos curavic
Vie CL B4 Maziniws LL.D.
R.5.5 & Geametrie Profefor Savil
[
Prefarcoen: addidit
G. COSTARD, A M
oxonNri
SEMPTINUE ACADEMICIS
A IXC LV
T

Figura 3: LIBRO SPHAERICORUM.

Es por ello que iniciaremos un recorrido en el tiempo, en el que estudiaremos cémo se
comprendieron e intentaron explicar muchos de los fendmenos del universo a través de
herramientas y conocimientos matemadticos, centrdndonos en la histérica de la trigonometria.

La trigonometria es una de las tantas ramas de las matemadticas, se encarga de estudiar y analizar
la relacién entre los lados y los dngulos de los tridngulos. Para esto recurre generalmente a las
llamadas razones trigonométricas. El origen de la palabra trigonometria desciende del griego
“trigonos” (tridngulo) y “metros” (metria).

Hace unos 4000 afios en Babilonia (antiguo reino localizado en la regién de Mesopotamia) y Egipto
se determind y establecieron aproximaciones de medidas de dngulos y de longitudes de los lados
de los tridngulos rectdngulos para ampliar y desarrollar mediciones tanto en la agricultura como
en la construccion de pirdmides. Los egipcios fijaron la medida de los &ngulos en grados, minutos y
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segundos. Ademads se utilizaba la trigonometria para el estudio de la astronomia. Antiguamente la
astronomia se ocupaba de la observacién de los movimientos de los objetos visibles a simple vista
yen el estudio de la prediccién de las rutas y posiciones y perspectivas de los cuerpos en el espacio,
para luego progresar y perfeccionar la exactitud en la navegacion y el calculo del tiempo asi como

los calendarios. Las pirdmides de Egipto fueron construidas sobre patrones trigonométricos muy
exactos.
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Figura 4: HIPARCO, TABLA DE LAS CUERDAS.

Luego de Egipto y Babilonia, el estudio de la trigonometria se asent6é en Grecia, donde ubicamos
al matemadtico y astrénomo Griego Hiparco de Nicea quien fué uno de los principales y mas
importantes desarrolladores de la Trigonometria. Hiparco construyé una tabla de cuerdas que
fueron las precursoras de las funciones trigonométricas de la actualidad (figura 4).

La tabla de cuerdas que construyé Hiparco para resolver tridngulos comenz6 con un dngulo de 71°,
llegando hasta 180° con incrementos de 71°. La tabla daba la longitud de la cuerda delimitada por

los lados del dngulo central dado, que corta a una circunferencia de radio r. Hasta el momento no
se conoce el valor que Hiparco utilizé parar.

El astrénomo griego Tolomeo 300 afios mds tarde utiliz6, r = 60, ya que los griegos tomaron el
sistema numeral (base 60) que era usado por los babilonios.

Durante muchos siglos, la trigonometria de Tolomeo fue la introduccién bdsica para los
astronomos. El libro de astronomia: El Almagesto, también tenia una tabla de cuerdas junto con
la explicaciéon de su método para compilarla, daba ejemplos de cémo utilizarla para calcular los
elementos desconocidos de un tridngulo a partir de los conocidos.

Al mismo tiempo, los astrénomos de la India habian desarrollado también un sistema
trigonométrico basado en la funcién seno en vez de cuerdas como los griegos. Esta funcién seno,
era lalongitud del lado opuesto a un dngulo agudo en un tridngulo rectdngulo de hipotenusa dada.
Los matematicos indios utilizaron diversos valores para esta en sus tablas.
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A finales del siglo VIII los astrénomos Arabes trabajaron con la funcién seno y a finales del siglo X
ya la habian completado asi como las otras cinco funciones (coseno, tangente, secante, cosecante
y cotangente). También descubrieron y demostraron teoremas fundamentales de la trigonometria
tanto para tridngulos planos como esféricos. Los matematicos sugirieron el valor de r=1 en vez de
r=60, y este dio lugar a los valores modernos de las funciones trigonométricas.

En el siglo XII comienzan a aparecer en Europa traducciones de libros de matemadticas y
astronomia arabes, hecho que lleva a la familiarizacién con la trigonometria. El primer trabajo
significativo en esta materia en el continente Europeo fue escrito por el matemaético y astrénomo
alemdn Johann Miiller. Se le considerada fundador y un importante innovador en esta materia,
puesto que detalla y crea varias herramientas de gran utilidad, asi como importantes tratados como
De triangulis y Epitome in Almagestum en el cual explica, analiza y muestra la obra de Tolomeo.

Durante el siglo XII el astronomo alemén Georges Joachim, introdujo el concepto moderno de
las funciones trigonométricas como proporciones en vez de longitudes de algunas determinadas
lineas. Ya en el siglo XVI el matemadtico francés Francgois Vieté, incorpora en su tratado “Canon
matemadticas” el tridngulo polar en la trigonometria esférica.

A comienzos del siglo XVII, el matematico escocés John Napier descubri6 los logaritmos que él
llamé “ntimeros artificiales”. Esto fue trascendental en el desarrollo de la trigonometria.

A mediados del siglo XVII el fisico, inventor, alquimista y matemaético inglés, Isaac Newton
descubre el cédlculo diferencial e integral. También contribuy6 en otras dreas de la matematica,
por ejemplo desarrollando el teorema del binomio o las férmulas de Newton-Cotes.

En el siglo XVIII, el fisico y matemadtico suizo Leonhard Euler, explic6é que las propiedades de
la trigonometria eran consecuencia de la aritmética de los niimeros complejos. Estudié ademas
la notacidén actual de las funciones trigonométricas y se le atribuye la designacién de la letra e
para representar el niimero base de los logaritmos naturales, asi como la unidad imaginaria que
generalmente se denota con la letra i. Euler también popularizé El nimero 7 (figura 5).

@Anionio Gutierte

Figura 5: ECUACION DE EULER

Durante el siglo XX la trigonometria ha realizado muchos aportes en el estudio de los fenémenos de
onda y oscilatorio, asi como el comportamiento periédico, el cual se relaciona con las propiedades
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analiticas de las funciones trigonométricas. En astronomia se utiliza para medir distancias a
estrellas préximas, para la medicién de distancias entre puntos geogréficos, y en sistemas de
navegacion satelital.
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CAPITULO 1

GEOMETRIA ESFERICA

1.1. Principales conceptos de la geometria esférica

La geometria de la esfera (en lo fundamental) recrea la geometria euclidiana plana sobre la
superficie esférica a partir de los conceptos de circunferencias maximas, circunferencias menores
y arcos de estas figuras.

Definicién 1.1.1. Se llama circunferencia mdxima a la interseccién de la esfera con un plano que
contiene el centro de la esfera. (figura 1.1)

Figura 1.1: circunferencia maxima

Si el plano que intersecta la esfera no contiene al centro, entonces la interseccion del plano con la
esfera es una circunferencia menor. (figura 1.2)

21
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Circunferencia menor

e

Circunferencia mdxima

N’

Figura 1.2: circunferencia menor

Definicién 1.1.2. Angulo central es el dngulo que tiene su vértice en el centro de la circunferencia y
los lados son radios de ella. La medida del arco AB es la del dngulo central AOB. Esta igualdad nos
permite medir en funcién del dngulo central o arco el resto de dngulos que pueden definirse en la
circunferencia.(figura 1.3)

SACE - dngulo central

AB : arco corre spoiuliente
Figura 1.3: Angulo Central

Definicién 1.1.3. Dados dos puntos A y B de la esfera, se denomina distancia esférica entre Ay B
al menor de los arcos de extremos A y B de la circunferencia mdxima que contiene los puntos A y
B.(figura 1.4)

Si A y B son diametralmente opuestos entonces existirdn infinitas circunferencias maximas que
pasan por ellos, tomédndose, en este caso, la semicircunferencia como distancia esférica entre
ambos puntos.

Las distancias esféricas son proporcionales a los dngulos centrales que las proyectan, adoptando
para su medida la de dicho angulo central.
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Figura 1.4: distancia esférica

Dos circulos maximos se cortan en los puntos extremos de un diametro de la esfera debido a que
los planos que los contienen pasan por el centro de la esfera.

Definicién 1.1.4. Se llama polos de una circunferencia mdxima a los puntos de la esfera que
equidistan de todos los puntos de dicha circunferencia. También se pueden definir como los extremos
del didmetro de la esfera, perpendicular a dicha circunferencia mdxima.

Obviamente, todas las circunferencias méximas que son perpendiculares a una dada pasan por sus
polos y la distancia esférica entre cada punto de una circunferencia méaxima y sus polos es 90°.

Figura 1.5: Angulos esféricos

Definicién 1.1.5. Se denominan husos o dngulos esféricos (figura 1.5) a cada una de las cuatro
regiones en que queda dividida la esfera como consecuencia de la interseccion de dos circunferencias
mdximas. También se pueden definir como la interseccion de la esfera con un dngulo diedro cuya
arista es uno de sus didmetros.

La medida de cada uno de estos dngulos diedros se toma también como medida del dngulo
esférico o abertura del huso correspondiente. De esta forma, dos circunferencias maximas seran
perpendiculares cuando el &ngulo diedro que determinan es recto.



24 1.1. PRINCIPALES CONCEPTOS DE LA GEOMETRIA ESFERICA

Definicién 1.1.6. Un dngulo diedro es el espacio comprendido entre dos planos que se cortan, y que
estando limitado por un lado en su linea de interseccion, se prolongan por el otro indefinidamente.
En el lenguaje de la moderna geometria se llama dngulo diedro al espacio comprendido entre dos
planos que se cortan. A los planos que forman el dngulo se llaman caras, y a la interseccion de éstas,
aristas. (figura 1.5)

NOTACION :
ZP—AB-Q

» ‘ Se lee dngulo diedro PARQY

Cara | Cara

Angulo diedro

Figura 1.6: Angulo diedro

Para nombrar a un dngulo diedro se usan cuatro letras, dos en los extremos de la arista y una en
cada plano; si el angulo estd aislado, basta expresar las letras de la arista; si estd reunido con otro, se
indican las cuatro, poniendo éstas en el medio como se hacia con la del vértice en el &ngulo plano.

A continuacion se relacionan, como teoremas, algunos resultados que involucran a los angulos
diedros.

Teorema 1.1.7. Todos los dngulos diedros rectos son iguales.

Teorema 1.1.8. Todo plano que encuentra a otro, forma con éste dos dngulos diedros adyacentes,
cuya suma es igual a dos dngulos diedros rectos. Reciproca. Si dos dngulos diedros adyacentes son
suplementarios, sus caras no comunes estdn situadas en el mismo plano.

Teorema 1.1.9. Los dngulos diedros opuestos por la arista son iguales.

Teorema 1.1.10. La relacion que existe entre dos dngulos diedros es igual a la de sus dngulos planos,
es decir cumple las mismas caracteristicas que dos dngulos determinados en dos dimensiones.
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Triedro Tetraedro

Figura 1.7: angulo triedro y tetraedro

Definicién 1.1.11. Un dngulo triedro estd formado por tres semirectas que parten del mismo origen,
pero que no estdn situadas en un mismo plano; es decir, si son tres planos los que se cortan, se forma
un dngulo triedro, si son cuatro planos, un dngulo tetraedro, si son cinco pentaedro, etc. Al punto
comtin se le conoce como el vértice. Se forman tres dngulos diedros y tres dngulos planos en un dngulo
triedro. (figura 1.7)

Teniendo en cuenta la definicién anterior, se puede ilustrar el 4ngulo triedo que esta formado por
tres semirrectas y por tanto, tres caras, mediante las cuales se pueden identificar los diedros, los
dngulos planos y las caras que lo conforman.(figura 1.8)

Figura 1.8: Angulo triedro
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Definicién 1.1.12. Se denomina triangulo esférico a la interseccion de la esfera y de un triedro cuyo
vértice es el centro de dicha esfera. (figura 1.9)

B\

Figura 1.9: Tridngulo esférico

También se puede definir como una figura cerrada, de tres lados, sobre la superficie de una esfera,
que esté delimitada por la interseccién de arcos menores de tres circulos mayores. (figura 1.10) Tres

circulos mayores distintos pueden formar ocho tridngulos. Sélo el tinico formado por tres arcos
menores se conoce como tridngulo esférico.

Figura 1.10: Tridngulo esférico

Al triangulo esférico se le llama tridngulo esférico cuadrantal cuando uno de sus lados subtiende
un dngulo de 90° en el centro de la esfera.
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A un tridngulo esférico se le llama:

= tridngulo esférico recto cuando tiene al menos un dngulo recto. (figura 1.11)

Figura 1.11: Tridngulo esférico recto

» tridngulo birrectangular esférico cuando tiene dos angulos rectos. (figura 1.12)

hirectangular trirectangular

Figura 1.12: Tridngulo esférico birrectangular y trirrectangular

» tridngulo trirrectangular esférico cuando tiene tres dngulos rectos. (figura 1.13)

Ecuador

Figura 1.13: Tridngulo trirrectangular esférico
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Definicién 1.1.13. Dado un arco esférico AB, se denomina mediatriz esférica del arco AB a la
circunferencia mdxima perpendicular a la circunferencia mdxima que contiene a los puntos
Ay B trazada por el punto medio del arco AB.

Definicién 1.1.14. Dado un dngulo esférico A , se denomina bisectriz del dngulo a una
semicircunferencia mdxima equidistante de sus lados.

Definicién 1.1.15. Se llaman polos de una circunferencia menor a los extremos del didmetro
perpendicular al plano que la contiene. El polo que estd situado a la menor distancia esférica
se denomina centro y a esta distancia radio esférico. Todos los puntos que disten del centro
menos que el radio esférico se dicen interiores a la circunferencia menor, y exteriores todos
aquellos que disten mds que el radio esférico.

Definicién 1.1.16. Se llama circunferencia tangente a una circunferencia menor por uno de
sus puntos a la circunferencia mdxima perpendicular a la que se contiene al radio esférico de
dicho punto.

P (centro)
Circunferencia

,
Circunferenciz”
tangentg”

.

Bisectriz
del husg

Figura 1.14: Elementos definidos sobre la esfera



CAPITULO 2

TRIGONOMETRIA ESFERICA

2.1. FElementos de la trigonométrica plana

La trigonometria, en sus inicios, se concreto en el estudio de los tridngulos. Durante varios
siglos se empleo en topografia, navegacién y astronomia.

Repasemos los elementos mads relevantes de la trigonometria plana vistos en el colegio, los
cuales seran de utilidad para comprender su relacién con la trigonometria esférica.

Un tridngulo tiene seis elementos: tres dngulos y tres lados. Resolver un tridngulo significa
hallar la medida de todos sus elementos a partir de la informacién que se tenga acerca de
algunos de ellos.

Las llamadas razones trigonométricas corresponden a los cocientes entre las medidas de dos
lados de un tridngulo rectdngulo en relacién con uno de sus dngulos agudos.

Para establecer las razones trigonométricas en cualquier tridngulo rectdngulo es necesario
conocer la disposicion de los catetos respecto al angulo relacionado . Por ejemplo:

cateto adyacente = CA=b Considerado el angulo A:

cateto opuesto = BC=a Considerado el angulo B:

29



30

2.1. ELEMENTOS DE LA TRIGONOMETRICA PLANA

En general llamaremos Cateto adyacente al lado que forma parte del 4ngulo agudo al cual
se hace referencia y Cateto opuesto al lado que no forma parte del &ngulo que se toma como
referencia y se encuentra enfrente de éste.

En el siguiente cuadro se observan las seis razones trigonométricas que se establecen entre
las medidas de los lados de un tridngulo rectangulo en relacién con sus dngulos agudos.

RAZONES TRIGONOMETRICAS

Fundamentales Reciprocas
_ cat.opuesto _ hipotenusa
sena = hipotenusa csca= cat.opuesto
_ cat.adyacente _ hipotenusa
cosa = hipotenusa seca = cat.adyacente
tana = cat.opuesto ta = cat.adyacente
" cat.adyacente cota= cat.opuesto

sén = —mm———
& hipotenusa
e hipotenusa
tg a =
hipotenusa 1
cosecq = =
o
hipotenusa 1
X = —
(14
1
cotgax = =
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Recordemos que: Las razones trigonométricas estdn definidas para dngulos agudos
pertenecientes a tridngulos rectangulos. ;Qué sucede en el caso de los tridngulos acutangulos
u obtusangulos ?

Para ello se introducen dos nuevas herramientas, llamadas Ley de los Senos y Ley de los
cosenos, que relacionan las medidas de los lados y los dngulos de un tridngulo cualquiera.

Ley de los Senos

En todo tridngulo, la razon entre el seno de uno cualquiera de sus angulos y la medida del
lado opuesto es constante.

B - C

a _ b _
sena senf seny

Figura 2.1: Ley de los senos

Interpretacion mediante ilustracion grafica. Consideremos el triangulo ABC (figura 2.1)
podemos decir que la ley de los senos es una relacion de tres igualdades que siempre se
cumple entre los lados y dngulos de un triangulo cualquiera, y que es 1itil para resolver ciertos
tipos de problemas de tridngulos

Observacién Si en un tridngulo conocemos un lado y dos dngulos o dos lados y el &ngulo
opuesto a uno de esos lados, podemos usar la Ley de los Senos para resolver el tridngulo.

Ley de los Cosenos

En todo tridngulo, el cuadrado de la longitud de cualquiera de los lados es igual a la suma de
los cuadrados de las longitudes de los otros dos lados menos el doble producto de la longitud
de estos dos lados y del coseno del 4ngulo comprendido por ellos. (figura 2.2)

a?=b%+c?-2bc cosA
b? =a?+c?-2ac cosB
c?2=a?+b*-2ab cosC
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c=a*+b* =2abcosC

Figura 2.2: Ley de los cosenos

2.2. Comparacion entre la geometria esférica y la geometria del
plano

Aunque existe una cierta analogia entre algunos conceptos y propiedades de la geometria
esférica y la plana, como pueden ser: recta, circunferencia maxima, segmento, arco de
circunferencia, dngulo plano, dngulo esférico, semiplano, hemisferio, etc. No ocurre asi con
otras propiedades.

Ejemplo:

- Dos rectas en el plano se cortan en un Unico punto, mientras dos circunferencias
maximas se cortan en dos puntos. (figura 2.3)

\

Figura 2.3: Interseccion de rectas y circunferencias maximas.

- Dos perpendiculares a una recta, en el plano, son paralelas; en la esfera dos
circunferencias mdaximas perpendiculares a otra se cortan en los polos de esta,
desapareciendo el paralelismo entre ambas circunferencias méaximas.
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- Como consecuencia del axioma del paralelismo, en el plano, la suma de los dngulos de
un tridngulo vale dos rectos, en la esfera es mayor que dos rectos. (figura 2.4)

a+b+c=180° 180° .+ B+ y< 540° |

Figura 2.4: Angulos internos de triangulos (en el plano y esférico).

- El lugar geométrico de los puntos de un semiplano equidistantes de una recta es
otra recta paralela a la dada. En la esfera, el lugar geométrico que equidista de una
circunferencia maxima es una circunferencia menor.

Estas diferencias hacen de la geometria esférica un ejemplo cldsico de geometria no
euclidiana.

Para entender el significado de las geometrias no euclidianas es esencial familiarizarse con la
desarrollada por la escuela griega, de la que son representantes destacados Thales de Mileto
y Pit4goras. Esta alcanzo su méximo apogeo en el 300 a.C. con la aparicion de la obra de
Euclides titulada Elementos, un tratado de trece voltiimenes en el que Euclides, organizando
465 proposiciones, sintetizd y desarroll6 las ideas més notables que se conocian hasta ese
momento, no solo en geometria, sino también en teoria de nimeros y algebra.

Euclides pertenecia a la escuela de Alejandria y su gran interés por la geometria le llevo
a estudiar y recopilar todo el saber de la época en una obra de gran rigor matemaético,
siendo uno de los primeros tratados en los que se le hace uso de un método axiomaético
y sosteniendo, durante veinte siglos e incluso hoy en dia, los principios mateméticos mas
importantes.

Aseguraba la existencia de ciertos enunciados que tenian que ser aceptados como bésicos
y obvios ante la imposibilidad de ser demostrados: los Axiomas. En este listado de axiomas
Euclides distinguié entre postulados o cuestiones de naturaleza geométrica, y las nociones
comunes a todas las matemadticas. Algunas de estas nociones que aparecen en la obra de
Euclides son:

- Un punto es aquello que no tiene partes.

- Unalinea es una longitud sin anchura.
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- Unarecta es una linea que yace por igual con respecto a todos sus puntos.

- Las rectas paralelas son aquellas que, estando en un mismo plano y por més que se
prolonguen en ambos sentidos, nunca se encuentran.

A pesar de la importancia de las definiciones de los objetos geométricos reconocidos por
Euclides en sus elementos, lo verdaderamente significativo es el enunciado de una serie de
postulados en los que se fundamenta el desarrollo de la geometria. Estos postulados son:

1. Por dos puntos pasa una Unica recta.

2. Un segmento rectilineo puede ser siempre prolongado.

3. Hay una tnica circunferencia con un centro y un radio dado.
4. Todos los dngulos rectos son iguales.

5. Si una secante corta a dos rectas formando a un lado &ngulos interiores cuya suma
es menor que dos rectos, las dos rectas suficientemente prolongadas se cortan en ese
mismo lado.

Este ultimo postulado tiene un equivalente, que es el mas usado en los libros de
geometria:

Por un punto exterior a una recta, se puede trazar una tnica paralela. (figura 2.5)

Figura 2.5: Postulados de Euclides.
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2.3. Propiedades de los tridngulos esféricos

Las propiedades de los tridngulos esféricos se deducen de la propia definicién de triangulo
esférico de tal forma que a cada propiedad relativa a los triedros les corresponde una
propiedad andloga de los tridngulos esféricos.

Ademads, dado que las caras y los angulos diedros de un triedro con vértice en el centro de
la esfera no cambian en magnitud, si se varia el radio de dicha esfera, las relaciones entre
los lados y los dngulos de un tridngulo esférico serdn independientes de la longitud de dicho
radio.

Proposicion 2.3.1. Entre los elementos de todo triangulo esférico se verifican las siguientes
propiedades:

1 Loslados de un tridngulo esférico son menores que una semicircunferencia.

2 Cualquier lado de un tridngulo esférico es menor que la suma de los otros dos.

a<b+c; b<a+c; c<a+b

Demostracion

Figura 2.6: Cada lado es estrictamente menor que la suma de los otros dos.

Es claro que la propiedad es cierta si los tres lados son iguales; consideremos un dngulo
triedro OXY Z en el que el dngulo c = ZXOY es mayor que cualquiera de los dngulos de
las otras dos caras, es decir, mayor b = ZXOZ y que a = £ ZOY ; escojamos en OX un
punto A arbitrario y en OY otro punto B cualquiera. Sea D el punto del segmento AB tal
que los dngulos ZAOD Y Z/XOZ son iguales. A continuacion se unen Ay B con C. En el
tridngulo ABC se cumple AC+ CB > AB y AB = AD+ DB luego AC+CB > AD + DB.
Ahora bien, los tridngulos AOC Y AOD son iguales, luego AD = AC y entonces CB > DB.
Consecuentemente, como los lados OD y OB del tridngulo OCD son respectivamente
iguales a los lados OC y OB del tridngulo OCB, resulta que a = Z/COB > ZDOB; por
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construccion b= 2/ AOC = LAOD, por tanto, /AOC+/COB > ZAOD+/DOB = ZAOB
siysolosib+a>c

La suma de los lados de un tridngulo esférico es menor que 360
Demostracién

Sefialaremos tres puntos cualesquiera A, B y C en las aristas del dngulo triedo OXY Z;
se observa que existen tres triangulos con vértice en O y que la suma de los dngulos
de estos tridngulos es 540° , es decir Z/AOB + /BOC + ZCOA+(ZOAB + ZOAC) +
(LOBA+ ZOBC) + (LOCA+ £ZOCB) = 540 °. Ahora bien, por la propiedad anterior,
Z0OAB+ Z0AC > /ZBAC

‘ '

'z

Figura 2.7:

ZOBA+/Z0OBC> £ZABC

Z0CA+/Z0CB> ZACB

Entonces /AOB+ ZBOC + ZCOA+ ZBAC+ ZABC + ZACB > 540° si y solo si
/ZAOB+/BOC+ /ZCOA<540° - (LBAC+ ZABC+ ZACB) =540°

La suma de los dngulos de un tridngulo esférico es mayor que dos rectos y menor que
seis.

El menor de los dngulos del tridngulo esférico difiere de la suma de los otros dos en
menos de dos rectos.

Un tridngulo esférico is6sceles tiene iguales los dngulos opuestos a los lados iguales
y, consecuentemente, si un tridngulo esférico tiene dos dngulos iguales, también es
isdsceles.

En todo triangulo esférico is6sceles, a mayor lado se opone mayor angulo Yy,
reciprocamente, a mayor dngulo se opone mayor lado.
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2.4. Areade un tridngulo esférico

Definicién 2.4.1. Se denomina exceso esférico de un tridngulo esférico ABC y se denota € al
valor del dngulo en que la suma de los tres dngulos del tridngulo esférico excede a 180°, es decir,

e=A+B+C-180° o €=A+B+C-n=x

segun si los dngulos vienen expresados en grados o en radianes respectivamente.

Area:
Sea ABC un tridngulo esférico sobre una esfera de radio R se calcula su drea con la férmula:

B m.R%.¢
©180°

o S=R%¢

Ejemplos resueltos

1. Halle el 4rea de un tridngulo esférico, sabiendo que sus dngulos miden 70°.80° y 85°
ademas, el radio de la esfera es 12 metros.
Solucion
Primero calculamos el ecxeso esférico, sabiendo que A="70°, B=80°y C = 85°

e=A+B+C-180°
£=70°+80°+85°-180°
£=235"-180°

€=55°

Luego, calculamos el area del tridngulo esférico

2
S= m.R°.€
180°
_ m.(12m)?55°
- 180°
S = 44nm?

2. Un tridngulo esférico birrectdngulo esta inscrito en una esfera de radio 6 unidades.
Calcular su drea, si su tercer angulo es de 60°.
Solucion
Por ser un tridngulo esférico birrectangulo se tiene que A= B =90° y C = 60°, luego el
exceso esférico serd:

£=90°+90° +60° —180°
£=240°-180°
£=60°
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Ahora, calculamos el drea del tridngulo esférico

_ 7.(6m)?60°
o 180°
S=12nu?

2.5. Grupos de Formulas de Bessel

En todo tridngulo esférico, ABC se verifican las siguientes relaciones:

(Teorema del coseno: Primer Grupo de Bessel) El coseno de un lado es igual al producto
de los cosenos de los otros dos, mas el producto de sus senos multiplicado por el coseno del
4dngulo comprendido,

cosly = coslycosls + senlysenlscosA;

Al permutar circularmente las letras, se obtienen las restantes formulas de este grupo.

cosly = coslycosls + senlysenlscosAy
cosls = coslycosly + senlysenly,cosAs

(Teorema del seno: Segundo Grupo de Bessel) Los senos de los lados son proporcionales a
los senos de los dngulos opuestos,

senA; senA; senAs
senly senl, senls

(Teorema de las cotangentes: Tercer Grupo de Bessel) Cada féormula de este tercer grupo
relaciona dos lados del tridngulo esférico con dos dngulos no opuestos,

cotly.senl, = cosly.cos Az + senAs.cotA;

Esta es una férmula modelo del grupo, las otras cinco se obtienen permutando letras.

(Cuarto Grupo de Bessel) Cada férmula de este tltimo grupo, llamado “polar” del primero,
relaciona los tres dngulos tridngulo de un esférico con uno de sus lados,

C0SA] = —Cc0SAy.c08A3 + senAy.senAs.cosl;
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Esta es una féormula modelo del grupo, las otras dos se obtienen permutando circularmente
letras.

(Analogias de Bessel) El seno de un lado por el coseno de un dngulo adyacente a él es igual
al producto del coseno del lado opuesto al &ngulo anterior por el seno del otro lado menos el
producto del seno de dicho lado opuesto por el coseno del otro lado por el coseno del dngulo
opuesto al lado inicial,

senlicosAy = cosly.senls — senly.cosls.cosA;.

Demostracion: Sea Aj, Az, A3y 11,1y, I3, los dngulos y los lados de un tridngulo esférico. Sea
0;X,Y,Z un sistema de referencia euclideo tridimensional tal que su origen coincide con
el centro de la esfera que contiene al tridngulo esférico, el eje Z viene determinado por la
direccion del vértice A, y el plano XZ contiene al lado /3.

En estas circunstancias las coordenadas cartesianas (x; y; z) del vértice A3z vendrdn dadas
por:

(x,,2) = (cosljcos A, coslisenA,, senl;),
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Donde I} =90° - I; y A}, =180° — A,.

Consideremos ahora el sistema de referencia euclideo tridimensional O;XY’,Z

de tal forma que Y' = Y y el eje Z' esté definido por la direccion del vértice A;.
Consecuentemente, el eje X’ también pertenece al plano que contiene a los ejes X, Z y
Z’. Entonces respecto a este sistema de referencia las coordenadas cartesianas (x,y,z’) del
vértice As vendrdn dadas por:

(x,y',2) = (coslycos A}, coslysenA}, sen'ly,
Donde, I, =90° - I y A| = Ay.
Realizando una rotacién de dngulo I3 alrededor del eje Y’ haremos coincidir ambos sistemas

de referencia y, consecuentemente, las respectivas coordenadas cartesianas del vértice As.
Asi, tendremos:

x cosly 0 —senls x'
yl=| 0 1 0 y
z senls 0 cosls z

desarollando esta expresion se tiene:

/ r_ li I / li
coslicosA, = coslzcoslycosA} senl3selz,

!/ ! _ !/ !/
coslicosA, = cosl,cos Ay,

senl| = senlzcoslycosA| + coslzsenl),
por lo tanto,

senlicosAy = coslysenls — senlycoslzcosA,

senl; senly senls

senA; senA, senAs’

cosly = coslycosls + senlysenlscosA;.
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FORMULARIO - RESUMEN
GRUPOS DE FORMULAS DE BESSEL.

Primer Grupo: Relaciona los tres lados con un dangulo.
cosly =coslycosls + senlysenlscosA;
cosly = coslycosls + senlysenlscosAy
cosls =coslycosly + senlysenlycosAs

Segundo Grupo: Relaciona dos dngulos con sus lados opuestos.

senA; senA, senAs
senly senl senls

Tercer Grupo: Relaciona dos lados con dos dngulos no opuestos.
cotly.senl, = cosly.cosAs + senAs.cotA;
cotls.senly = cosly.cosAy + senAy.cotAs
cotly.senly = cosly.cosAs + senAs.cotAy
cotls.senl, = cosly.cosAy + senAj.cotAs
cotly.senls = cosls.cosAy + senAy.cotA;

Cuarto Grupo: Relaciona dos lados con dos dngulos no opuestos.

CO0SA1 = —Cc0SAy.c08A3+ senAy.senAs.cosl;
C0SAy = —c0SA .c0sA3+ senA;.senAs.cosly

C0SA3 =—Cc0SA .c08Ay + senA;.senAs.cosls
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2.6. PENTAGONO DE NEPER

2.6. Pentagono de Neper

Consiste en dibujar un pentdgono y escribir en sus lados, los elementos de un tridngulo
esférico rectdngulo con dngulo recto C y seguir la regla que dice: .¥ coseno de uno cualquiera
de los lados es igual al producto de los senos de los lados opuestos y al producto de las
cotangentes de los lados contiguos"

Figura 2.8: Pentdgono de Neper.
Esta regla tambien se puede memorizar mediante el siguiente pentagono regular:

Cos

cotg cofg

sen sen

Figura 2.9: Pentdgono de Neper auxiliar.

2.7. Cdlculo de la distancia entre dos puntos de la esfera

Para localizar puntos sobre la Tierra, supuesta una esfera, se usa el sistema de referencia
formado por los paralelos y meridianos. Se fijan dos polos y se consideran todas ls
semicircunferencias méaximas que pasan por ellos (meridianos), la circunferencia maxima
perpendicular a todas ellas (ecuador) y todas las circunferencias esféricas cnetradas en
dichos polos (paralelos). A partir de un "meridiano cero"(fijo) cualquier punto de la esfera
queda determinado por su longitud y su latitud.
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Figura 2.10: latitud y longitud.

Si se requiere hallar la distancia entre dos puntos de la esfera conociendo sus coordenadas
(longitud y latitud) este problema puede resolverse usando resultados de la trigonometria
esférica

EJERCICIOS RESUELTOS
1 Calcular el 4ngulo B de un tridngulo esférico del que se conocen los tres lados
I =115°24" I, =69°18' I3 = 74°39’

Solucion La formula tinica que relaciona los tres lados con el d&ngulo A; esté en el grupo
de los cosenos:

cosly = coslycosls + senlysenlscosAy
Despejamos la incégnita:

cosl, — coslicosls
senlysenls
€0569°18" — c0s(115°24) cos(74°39)
sen(115°24)sen(74°39")
cosA, =59°22

COoSAy =

COSAy =

2 Calcular el lado ¢ de un tridngulo esférico, sabiendo que:
A1 =73°09" A, =106°27" A3 =38°20’

Solucion El grupo polar de férmulas nos proporciona la tinica que relaciona los tres
angulos con el lado I3

C0SA3 = —Cc0SA1.c0SAy + senAj.senAs.cosls
c0SsA3+cosA;.cosAy

cosls =
senA;.senA

coslz =40°05'

3 Los datos conocidos de un tridngulo esférico son los siguientes:
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A; =60°43" [, =106°27' I3 =38°20’

Solucidn Los tres lados y el &ngulo A; aparecen tinicamente en la férmula siguiente del
grupo de los cosenos:

cosly = coslycosls + senlysenlscosA;
cosl; = cos(106°27")cos(38°20") + sen(106°27")sen(38°20") cos(60°43")
cosl; =73°30



CAPITULO 3

RESOLUCION DE TRIANGULOS ESFERICOS

Uno de los objetivos primordiales de la trigonometria esférica es calcular un “elemento” -
lado o dngulo- cualquiera de un tridngulo esférico, a partir del conocimiento de otros tres.
Ademds, conviene que el calculo de dicho elemento sea independiente, es decir, que no
utilice ningtin elemento distinto de los previamente conocidos.

En cualquier caso, para la resolucién de un tridngulo esférico serd suficiente conocer tres de
sus elementos: los tres lados, los tres dangulos, dos lados y el &ngulo comprendido, un lado y
los dngulos adyacentes, dos lados y el &ngulo opuesto a uno de ellos, o dos dngulos y el lado
opuesto a uno de ellos. En realidad, estos seis casos pueden reducirse a tres al considerar el
tridngulo polar al dado.

Una consecuencia inmediata de la dependencia entre los distintos elementos de un
tridngulo es que una pequefa variacion en cualquiera de los elementos conocidos produciré
una variacién en los elementos desconocidos.

3.1. Resolucion de tridngulos esféricos rectangulos

Se llama tridngulo esférico rectdngulo al que tiene un solo dngulo recto. Sustituyendo los
valores de las funciones trigonométricas del dngulo recto en las férmulas obtenidas en el
capitulo anterior se obtendran las correspondientes expresiones que permiten resolver los
tridngulos esféricos rectdngulos. Supondremos el dngulo A; = 90°.

Proposicion 3.1.1. En todo tridngulo esférico rectdangulo se verifican las siguientes relaciones:

(1) De acuerdo a la formula del primer grupo de Bessel se tiene lo siguiente: cosly = coslycosls.
En efecto:

45
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A

cosly = coslycosls + senlysenlscosA;
cosly = coslycosls + senlysenlzcos(90°)
cosly = coslycosls + senlysenls(0)
cosly = coslycosls

(2) De acuerdo a la formula del segundo grupo de Bessel surgen dos igualdades:

(2.1) senly = senlyj.senAy ;(2.2) senls = senl,.senAs. En efecto:

senA; senA; senAs

senly senl, senls

sen(909) _senA;  senAs

senl; senl, senls

1 senAy; senAs
senly  senl senls

1 senAy 1 senAs
senl; senl, ' senl, senls

(2.1) senl, = senly.senA, ;(2.2) senls = senly.senAs
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(3) De acuerdo a la formulas del tercer grupo de Bessel surgen cuatro igualdades:

(3.1) cosAs =cotly.tanl, En efecto:

cotly.senl, = cosly.cos A3z + senAs.cotA;
cotly.senl, = cosly.cosAs + senAs.cot(90°)
cotly.senly = cosly.cosAs + senAs.(0)
cotly.senly = cosly.cosAs
cosAs =cotly.tanl,

(3.2) cosA, = cotly.tanls En efecto:

cotly.senls = cosls.cosAy + senAy.cotA;
cotly.senls = coslz.cosAs + senAs.cot(90°)
cotly.senls = cosls.cosA + senA,.(0)
cotly.senls = cosls.cosA;
(3.2) cosAy =cotl.tanls

(3.3) cotAs = cotls.senl, En efecto:

cotls.senl, = cosly.cosA; + senAj.cotAs
cotls.senl, = cosly.cos(90°) + sen(90°).cot Az
cotls.senly = cosl,.(0) + (1).cotAs
(3.3) cotAsz =cotlz.senl,

(3.4) cosA, = cotly.tanls En efecto:

cotly.senls = cosls.cosAy + senAy.cotAy
cotly.senls = cosls.cosAy + senAy.cotA;
cotly.senls = coslz.cosAs + senA,.cot(90°)
cotly.senls = cosls.cosAy + senA,.(0)
cotly.senls = cosls.cosA,

(3.4) cosA, =cotly.tanls
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(4) De acuerdo a la formulas del cuarto grupo de Bessel surgen tres igualdades:
(4.1) cosly = cotAy.cotAs En efecto:
C0SA| = —c0SAy.co0sA3+ senAy.senAscosl;
c0s(90°%) = —cosAy.cos Az + senAy.senAzcosl
0=—-cosAy.cosA3 + senAy.senAscosl;
Cc0SAy.co8A3 = senAy.senAscosh
(4.1) cosly =cotAy.cotAs

(4.2) cosA, = senAs.cosly En efecto:

c0SAy = —c0SA;.cosAsz + senA;.senAszcosl,
cosAy = —c0s(90%).cos Az + sen(90°).senAscosl
cosAy = —(0).cosAz + (1).senAzcosl,
(4.2) cosA; = senAs.cosl,

(4.3) cosAs = senAj.cosls En efecto:

C0SA3 = —Cc0SA;.c0SAy + senAj.senAs.cosls
c0sAz = —c05s(90%).cosAs + sen(90°).senA,.cosls
cosAsz =—(0).cosAy +(1).senAs.cosls
(4.3) cosAsz = senAs.cosls

Como en todo tridngulo esférico rectdngulo existe siempre un elemento conocido a priori, el
angulo recto, serd suficiente que conozcamos dos de los cinco elementos restantes para que
el tridngulo quede determinado por completo.



CAPITULO 4

TRIGONOMETRIA ESFERICA DESDE EL AULA DE CLASE.

Dentro del ambiente escolar del sistema educativo colombiano, podemos estimular la
curiosidad del estudiante por explicar algunos fenomenos de la naturaleza, principalmente
en la rama de la geometria, lo que llevaria a cambiar las mallas curriculares de algunos
planteles educativos para empezar procesos que conlleven a que el estudiante descubra
por si mismo mediante el método experimental, conceptos que en la actualidad son
desconocidos por su poca atencién en los planteles educativos. Es el caso de la trigonometria
esférica, que a pesar de que las personas perciben la idea de la esfera, se limitan solamente
a lo superficial, y su estudio no es tan profundo como lo es el estudio de figuras en dos
dimensiones. Por esta razén se pretende mediante esta prdctica experimental, buscar que
el estudiante construya, mediante una serie de pautas dadas por el docente, los conceptos
bésicos de la trigonometria esférica, usando para ello los conceptos previos que tiene el
estudiante sin olvidar que estos pueden ser concepciones erréneas que suelen ser producto
de aprendizajes espontdneos y que se convierten en un fuerte y profundo bagaje cultural de
los alumnos.

4.1. Usos didacticos de la esfera

Entre la nocién natural de redondez y la geometria diferencial hay un amplio abanico de
posibilidades para la esfera en la educaciéon matemadtica. Los curriculos de matematicas,
de ciencias sociales y de ciencias experimentales incluyen especificaciones que se apoyan
en la esfera. Por ejemplo, las coordenadas geograficas son un contenido curricular basado
en nociones, como circunferencia esférica, perpendicularidad en la esfera o secciones de la
esfera, sobre las que no es costumbre profundizar a la hora de abordar el estudio y manejo
de dichas coordenadas.
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4.2. LINEAMIENTOS CURRICULARES

T o
PLAN sz 4
| FORMCION

Figura 4.1: Verificando los valores

4.2. Lineamientos curriculares

Dentro de la educacién bésica secundaria, el uso de la trigonometria plana aparece para
desarrollar en el grado decimo, y es con ellos que se realizé una secuencia de actividades
para abrir camino a la trigonometria esférica, no sin antes tener en cuenta que los Estdndares
Basicos de Calidad en Matematicas propuestos por el MEN indican para este grado
en el campo de pensamiento espacial y sistemas geométricos, desarrollar las siguientes
competencias:

¢ Identifico las caracteristicas y propiedades de las figuras cénicas (elipses, parédbolas,
hipérbolas) y utilizo sus propiedades en la resolucién de problemas.

e Hago la representacion gréfica de una misma figura en diferentes sistemas de
coordenadas (cartesianas, polares, esféricas) y comparo.

¢ Resuelvo problemas en los que veo c6mo se relacionan las propiedades de las figuras
coénicas con el dlgebra

e Uso argumentos geométricos en la soluciéon de problemas matemédticos y de otras
ciencias.

¢ Reconozco y describo curvas y lugares geométricos.

La realidad del uso de figuras en varias dimensiones no esta tan lejos si analizamos
detenidamente cada competencia, lo tinico que hay que acoplar es su uso adecuado en
procesos de la vida cotidiana, aterrizando los conceptos que daremos a continuacién.



4.3. POBLACION 51

Figura 4.2: Verificando los valores

4.3. Poblacion

Propuesta Diddctica para la implementacién de la Trigonometria Esférica.

La propuesta didéctica fue implementada en los colegios; Diocesano San miguel Arcangel, y
Cooperativo la Presentacion, incorpordndola al curriculo de matematicas del grado decimo.
El Colegio Diocesano estd ubicado en la carrera 4 este 92-00 en el barrio Castalia cerca a
la iglesia catélica del espiritu santo y a sus alrededores se encuentran los barrios calima,
villa Laura, nueva floresta y villa Karol en el municipio de Garzén, departamento del Huila.
El curso cuenta con 18 estudiantes, (10 mujeres, 8 hombres) que se encuentran entre 14 y
18 afios de edad; El Cooperativo La Presentacion (COEDUGAR) esta ubicado en la Calle 3
No. 5-111 Barrio el Progreso del municipio de Garzoén. El trabajo se desarrollé dentro de las
horas normales de clase, es decir colocando el nuevo ambiente de aprendizaje a prueba con
las posibilidades y obstaculos cotidianos que presenta el aula. Esto con el fin de encontrar
fortalezas y debilidades reales, que contribuyan al descubrimiento de conceptos que se
vienen desarrollando sobre el tema. Dentro de la nueva organizacién curricular propuesta
por el estado se definen los ambientes de aprendizaje como el proceso pedagégico que
conjuga los sujetos, las necesidades y los contextos a la luz de nuevas propuestas didécticas.
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Figura 4.3: Verificando los valores

4.4. Heramientas parala implementacion didactica

Dentro del proceso de aprendizaje del estudiante, es importante el uso de las TIC'S y el
empleo permantente y sistemético de algunos recursos tecnolégicos y didacticos como:

¢ Video beam

¢ Computador

¢ Celulares con android

e Céamara fotografica.

¢ Esferas de icopor.

¢ Tablero.

¢ Marcadores.

e Compas.

¢ Elementos del medio ambiente que ilustren esferas.
Dentro de las aplicaciones que se pueden a utilizar como software alternativo se encuentran,
Geogebra calculadora 3d (play store) y elementos bdsicos de paint, que le permitan a los

estudiantes ilustrar, visualizar y modelar de una manera mds clara el concepto intuitivo de
la esfera y sus principales caracteristicas.

4.5. Instrumentos pararecoger la informacion

Los instrumentos utilizados para recoger la informacién fueron las hojas de predicciones
individuales o por equipos, informes escritos donde cada grupo de estudiantes mostr6 la
estrategia empleada para acercar la solucién de la situaciéon planteada, de manera verbal,
visual (mediante fotografias) y numérica. Ademads de estas formas bésicas se llevé un registro
fotogréfico de cada sesidn y las anotaciones (diario de campo) que sirvieron para emprender
el andlisis del trabajo.
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Figura 4.4: Verificando los valores

4.6. Metodologia de trabajo

Se inicia la clase con una introduccién al concepto intuitivo que tiene cada estudiante con
respecto a la esfera, haciendo similitud a lo mds cercano que tenemos que es el globo
terrestre. Se presentan las nociones bdsicas de elementos que se pueden encontrar dentro
de la esfera, como lo son circunferencia maxima, circunferencia menor, distancia esférica,
angulos esféricos, dngulos diedros y triedros, y se evidencia mediante el uso del software
geogebra la ilustracién adecuada de circunferencias maximas y minimas en la construccién
auxiliar de tridngulos esféricos. Ademads se busca siempre que el estudiante descubra por
si mismo estos conceptos partiendo del andlisis claro que se puede generar por medio de
elementos basicos de geometria.

Para ello se inicia con las siguientes preguntas:

¢ 5;Qué concepto tienes de la esfera?

¢ ;Por qué es tan facil fabricar esferas perfectas usando pompas de jab6n y, en cambio,
hemos de tantear y tantear para conseguir una buena bola partiendo del barro, de la
nieve o la plastilina?

¢ Cudndo cortas una naranja por la mitad ;qué figuras planas puedes descubrir en las
caras?

¢ Sidas unarebanada a la naranja (perpendicular al plano donde se "para"la naranja) en
cualquier otro lugar que no sea la mitad ;Qué relacion existe entre las caras nuevasy las
de la anterior situacion?

Tomando como referencia la informacién suministrada por los estudiantes se procede a



54

4.6. METODOLOGIA DE TRABAJO

ilustrar conceptos claros sobre la esfera y sus aplicaciones en la vida cotidiana, y siguiendo
los lineamientos curriculares comenzamos la solucién de problemas simples como lo son la
identificacién de elementos que componen la esfera. Para ello se les suministra la siguiente
grafica donde ellos deben mostrar algunos elementos bésicos.

Se debe tener en cuenta que la esfera la vamos a usar como modelo matematico y cultural
por su gran representacion en la vida cotidiana. Dentro de las aplicaciones que tiene la esfera
tenemos las siguientes:

* En la naturaleza encontramos con frecuencia objetos que tienen igual forma a las
esferas, semiesferas y objetos casi esféricos.

* Muchos huevos de insectos tienen forma de esfera : plusi gamma (mariposa nocturna
migratoria que desova en pleno vuelo)

¢ Las golondrinas sittian sus construcciones semiesféricas, echas de barro en edificios,
torres y puentes. Pero no solo los péjaros hacen nido de forma esférica, los ratones
espigueros construyen nidos para alumbrar a sus camadas, agrupan en un haz unas
cuantas espigas o tallos de hierba que hacen de soporte a una pequena esfera de unos
10 cm de didmetro, formada por hierbas entretejidas, construyendo confortable que
habitaculo desprovisto de orificio de acceso, por lo que en cada ocasién la hembra debe
abrir y cerrar un agujero en las paredes.

¢ Las gotas de agua y las pompas de jabén que presentan forma esférica cuando el
sistema de fuerzas estd en equilibrio. Todos hemos comido frutos de vegetales con
formas casi esféricas como sandias, naranjas o tomates de ciertas variedades. El sol,
los planetas y los satélites los representamos como esferas debido a que esta es la
forma que mejor se ajusta a las observaciones que hacemos desde la tierra en primera
aproximacion.

Figura 4.5: Verificando los valores

Encuesta:

¢ ;Conoce usted el término de esfera?

¢ Sabe calcular el area de una esfera
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¢ ;Cree usted que la esfera es importante en la vida cotidiana?

* ;Sera posible trazar tridngulos en la superficie de una esfera?

¢ Determine ejemplos de esfera mas comunes.

Luego de aplicar esta pequena encuesta logramos descubrir que los estudiantes tienen
pocos conceptos previos acerca de la esfera, por lo que es necesario comenzar con
una introduccién a la esfera, calcular adecuadamente el 4rea de la superficie esferica
y aplicar la triangulacién que se puede realizar en la esfera. Para ello se hace necesario
disponer de elementos como esferas de icopor donde el estudiante logra afianzar los
conceptos, y empieza a analizar como es posible realizar tridngulos esféricos. El primer
paso es implementar en el estudiante una idea clara del concepto de esfera y el lugar
donde se grafica en este caso en tres dimensiones y aplicar dicho concepto a la vida
cotidiana como se menciona anteriormente, las esferas de icopor ayudan a modelar
adecuadamente las aplicaciones y es por esta razén que se convierten en herramienta
auxiliar.

Figura 4.6: Verificando los valores

PASOS PARA LA PRACTICA PEDAGOGICA

1. Se le entrega a los estudiantes esferas de icopor de diferentes tamafios y se solicita
que dibujen tres circunferencias méaximas, tratando de formar tridngulos esféricos.

2. Con ayuda de un metro y un transportador se les pide que identifiquen las medidas
de un tridngulo esférico.

3. Se les ensefia por medio de ejemplos a calcular el area de una esfera.

4. Identificacién del radio de una esfera.

5. Conclusiones realizadas por los estudiantes.
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GUIA PEDAGOGICA

Ejemplos resueltos

1. Halle el area de un tridngulo esférico, sabiendo que sus dngulos miden 65°.80° y
95° ademas, el radio de la esfera es 12 metros.
Solucion
Primero calculamos el ecxeso esférico, sabiendo que A=70°, B=80°y C = 85°

e=A+B+C-180°
£€=65"+80°+95°-180°
£=240°-180°

£=60°

Luego, calculamos el area del tridngulo esférico

_ m.R%e
©180°
_ m.(12m)?60°
B 180°

S = 48w m?

2. Un tridngulo esférico birrectdngulo esta inscrito en una esfera de radio 6 unidades.
Calcular su darea, si su tercer dngulo es de 30°.
Solucion
Por ser un tridngulo esférico birrectangulo se tiene que A= B =90°y C = 60°, luego
el exceso esférico sera:

£=90°+90°+30° - 180°
£=210°-180°
e=30°

Ahora, calculamos el drea del tridngulo esférico

_ m.(6m)?30°
©180°
S =6mu’

Ejercicios propuestos para que resuelva el estudiante

1. Halle el drea de un tridngulo esférico, sabiendo que sus dngulos miden 55%, 851 Y 95¢
ademas, el radio de la esfera es 12 metros.

2. Un tridngulo esférico birrectdngulo estd inscrito en una esfera de radio 10 metros.
Calcular su drea, si su tercer &ngulo es de 80f.
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4.7. CONCLUSIONES

¢ Los estudiantes tienen una vision mds acorde del concepto de esfera, mediante el cual
se puede identificar adecuadamente los términos de circunferencia méxima, minimay
el area de un tridngulo esférico.

 Serealiz6 la actividad adecuadamente, teniendo en cuenta que se dejo en el estudiante
la semilla para poder determinar en el aula de clase propiedades de la esfera.

* Se logro la interaccién adecuada entre los estudiantes y la geometria de la esfera, asi
como el normal desarrollo de las actividades programadas para ellos.

¢ Se observd que los estudiantes a través de la guia utilizada en clase adquirieron
destreza de manipulacién de las férmulas de distancia entre dos puntos, en superficies
circulares, drea y perimetro de tridngulos esféricos y su aplicacién en casos reales.

¢ A través de las esferas de icopor utilizadas en la practica, los estudiantes lograron
entender los conceptos bésicos de la geometria esférica.
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4.8. Evidencia de la actividad

Figura 4.8: Realizando trazos sobre la esfera
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Figura 4.9: Trabajo colaborativo entre estudiantes

Figura 4.10: Tomando algunas medidas de la esfera
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Figura 4.12: Verificando los valores
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Figura 4.13: Construccion de triangulos esféricos

Figura 4.14: Identificando triangulos esféricos
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4.8. EVIDENCIA DE LA ACTIVIDAD
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