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PRESENTACION

La ensenanza de la Trigonometria en secundaria y especificamente de las razones
trigonométricas, puede llegar a convertirse en un proceso memoristico de férmulas,
que con ayuda de la calculadora se torna finalmente en un aprendizaje superficial,
sin ningun sentido ni utilidad. Esta situacién puede ser producto en ocasiones de la
poca formacién matemaéatica que posee los estudiantes del programa de Licenciatura
en Matemadticas sobre conceptos trigonométricos. Por tanto el presente Trabajo de
Grado pretende brindar a los estudiantes que accedan a él, no sélo una serie de
conceptos, si no las herramientas y estrategias necesarias para que exploren, ana-
licen, relacionen, demuestren y aprendan con sentido los conceptos y propiedades
trigonométricas. Mas especificamente, contribuir en la comprensiéon de las razones
trigonométricas basada en los conceptos de proporcionalidad y semejanza de tridngu-

los.



INTRODUCCION

El presente Trabajo de Grado, es un material de estudio de las funciones trigo-
nométricas para estudiantes de secundaria e incluso universitaria a través de una
construccion basada en la semejanza de triangulos y la proporcionalidad; permi-
tiendo al estudiante reflexionar, relacionar y demostrar algunos resultados de la

trigonometria.

El trabajo surge de la reflexion sobre el bajo nivel de los estudiantes del progra-
ma de Licenciatura en Matematicas en el dominio y manejo de las funciones tri-
gonométricas, observando la forma memoristica con la que han sido aprendidas, lo
cual se evidencia en cursos como Calculo Integral y Calculo Diferencial, en donde es

necesario la utilizacién de estos conceptos.

Desde esta perspectiva, el trabajo es un material que contribuye al estudio y apren-
dizaje de los conceptos basicos de la trigonometria a través de una construccion
geométrica basada en la semejanza de tridangulos y una forma de generalizar las

funciones trigonométricas utilizando el circulo unitario.

Este trabajo consta de cinco capitulos. En el primero se definen los conceptos que
son importantes en su desarrollo y sobre los cuales se sustentan las definiciones y
resultados posteriores. En el segundo se estudian las razones trigonométricas des-

de dos tipos de representaciones: como proyecciones de un punto y como razones

3



Introduccién 4

referidas a tridngulos rectangulos. Ademas se hace la extension de las funciones tri-

gonométricas utilizando la circunferencia unitaria.

En el tercer capitulo se enuncian y demuestran algunas identidades trigonométricas
bésicas, mencionando dos métodos para realizar estas pruebas y un error comun
que se comete. En el cuarto se desarrollan las ecuaciones trigonométricas mostrando
el procedimiento para solucionar este tipo de ecuaciones y dando pautas para su

correcta solucién.

Finalmente el capitulo quinto esta dedicado a las aplicaciones. Se enuncian los teore-
mas del Seno y del Coseno los cuales son fundamentales en la solucién de tridngulos.
El capitulo termina conceptualizando los angulos de elevacion y depresion y resol-

viendo algunos problemas relacionados con el tema.



JUSTIFICACION

El presente Trabajo de Grado ofrece un material de estudio de las funciones
trigonométricas, ya que se ha logrado evidenciar el déficit de los estudiantes del
programa de Licenciatura en Matematicas en el dominio y uso de las razones tri-
gonométricas constatando un aprendizaje memoristico que se ha restringido al uso
de la calculadora para determinar angulos y longitudes en funciéon de una razoén

trigonométrica particular.

En consecuencia, el presente trabajo contribuye a la comprension y aprendizaje
de las razones trigonométricas a partir de la semejanza de triangulos y de la propor-
cionalidad. Es de esperar que el estudiante muestre habilidad para aproximarse a los
valores de algunas funciones trigonométricas basicas, se apropie de las propiedades

de estas funciones y las justifique.

En un programa que se encarga de formar docentes de educacién bésica secunda-
ria es necesario que los estudiantes se encuentren en buenas condiciones de ensenar
una tematica que es obligatoria en la planificacién curricular de los grados décimo
y undécimo. Como lo senalan los estandares propuestos por el MINISTERIO DE
EDUCACION NACIONAL : “Describo y modelo fenémenos periddicos del mundo

real usando relaciones y funciones trigonométricas”

Por tanto a través de este trabajo se logra que los estudiantes del programa encuen-

5



Justificaciéon 6

tren un material de preparacién y de apoyo no solo para cursos donde es necesario la
utilizacion de los conceptos, propiedades y relaciones trigonométricas sino también
para su labor como docentes. Por otro lado puede convertirse en un material con
el cual los estudiantes de secundaria puedan profundizar y apoyar su proceso de

aprendizaje sin estar ligados necesariamente a una calculadora.



OBJETIVOS

Objetivo General

Elaborar un material de estudio el cual contribuya al aprendizaje de las funciones
trigonométricas utilizando como recurso matematico la semejanza de tridngulos y

la proporcionalidad.

Objetivos Especificos

= Presentar una serie de conceptos, acompanado de herramientas y estrategias
necesarias para que se explore, analice, relacione, demuestre y aprenda con

sentido los conceptos y propiedades trigonométricas.

» Utilizar la circunferencia unitaria para realizar una extension de las razones

trigonométricas a las funciones trigonométricas.

= Mostrar aplicaciones de las funciones trigonométricas en problemas de solucion

de triangulos y angulos de depresion y de elevacion.



CAPITULO 1

CONCEPTOS PRELIMINARES

En este capitulo se trataran los conceptos de magnitud, congruencia, razén, pro-
porcién y semejanza. Los cuales son de suma importancia para los fines del presente

trabajo.

1.1. Magnitud

Se entiende como magnitud a la cualidad o caracteristica de una figura, cuerpo o
fenémeno que referida a una unidad de la misma especie se expresa por un nimero.

Ejemplo: area, volumen y longitud.

1.2. Congruencia

Dos figuras geométricas ( segmentos, d&ngulos, tridangulos, cuadrildteros o poligo-
nos) son congruentes si se pueden sobreponer de manera que coincidan el uno sobre
el otro. El simbolo “ = 7 colocado en medio de dos figuras, significa que son con-
gruentes. Por tanto en adelante las afirmaciones como: AB es congruente con C'D,

o bien, L ABC' es congruente con £ DEF', se escribiran ast:

AB=~CD, LABC = {DEF
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1.3. Razones y proporciones

Las magnitudes referidas a la misma caracteristica se pueden sumar, multiplicar,
dividir y establecer entre ellas relaciones de igualdad o desigualdad. Estas magnitu-

des se llaman magnitudes de la misma especie.

Las magnitudes referidas a objetos geométricos como longitudes de segmentos,

angulos, areas, volimenes, etc, las llamaremos magnitudes geométricas.

Definicién 1.3.1 Cuando la medida de dos magnitudes de la misma especie se
dividen entre si, el resultado final es una fraccion que se denomina razén. Por ejemplo
si la longitud L = 25 ¢m y otra M = 15 ¢m se dividen entre si, se obtiene la razén

5
—. En efecto:
3 n efecto

L_25cm_25_5

M~ 15¢m 15 3

La razén de un numero a otro es el cociente que resulta de dividir el primero

, 5 . , m
entre el segundo. La razén 5 a 8 es 3’ o también 5 : 8. La razén de m an es —, o
n

también m : n.

La razon entre dos magnitudes de la misma especie puede establecerse cuando
ambas estan expresadas en la misma unidad de medida. Si el area de un rectangulo
es A =40 em? y el drea B de un trapecio es de 0,0120 m?, la razén entre sus dreas

€S:

A 40 cm? 40 4

1
B 120em2 120 12 3

Definicién 1.3.2 Se llama proporcion a la igualdad de dos razones. En la propor-

. ., . a C
cion: a : b = ¢ : d, que también se escribe — = —

b d

extremos y b y ¢ se llaman medios. En la escritura a : b = ¢ : d, el cuarto término d,

los nimeros a y d se llaman

2
se llama cuarta proporcional de los otros tres términos. Por ejemplo: 355 es una

proporcion que también se puede escribe como 2 : 3 =4 : 6.

Cuando los medios o los extremos de una proporcién son iguales, cualquiera de

ellos, se llama media proporcional de los otros dos. O sea, dada:

b
% =7 b se le denomina media proporcional de a y d.
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a ¢
7= . a se le denomina media proporcional de b y c.
a

La media proporcional también recibe el nombre de media geométrica.

1.3.1. Propiedades de las proporciones

1. En toda proporcion el producto de los extremos es igual al producto de los

medios. Dada la proporcién:
a c

b d

Multiplicando miembro a miembro por bd, obtenemos:

%xbd = gxbd luego a x d = b x c.

2. Si los numeradores de una proporcion son iguales, entonces los denominadores
son iguales. Si los denominadores son iguales, entonces los numeradores son
iguales.

gi 2=

7 g, entonces a X d = a X b de donde se obtiene b = d.

C

De la misma forma, si — = A entonces a X b = b x ¢ y simplificando por b, se

b

obtiene a = c.

3. Los términos de una proporcién estan también en proporcion por alternacion.

. . .a c a b
Esto quiere decir que si — = —, entonces — = —
b d c d
En efecto:
a ¢
si — = —, entoncesa xd="bXc
b d

Dividiendo por cd y simplificando, se obtiene

: .a C
De la misma forma, si — = —, entonces

b d
4. Los términos de una proporcién, estan también en proporcién por inversién

c ; d
— = —, entonces — = —
b d a c
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En efecto :

) c
si it entonces a X d =0 X ¢

dividiendo por ac y simplificando, se obtiene

d b
c a
5. Los términos de una proporcion estan también en proporcién por adicion, o

sea, que la suma del primero y el segundo término es al segundo, como la suma

del tercero y el cuarto es al cuarto. Simbdlicamente:

S a c ; a+b c+d
i — = —, enton = .
2 d,e onces 2

d

Sumando 1 a la igualdad a_ g obtenemos:

b
a c
—4+1==-+1
p T a T
de donde se tiene:
a+b_c+d
b d

6. Los términos de una proporcién estan también en proporcion por sustraccion,
o sea, que el primer término menos el segundo es al segundo, como el tercer

término menos el cuarto es al cuarto. Simbdlicamente:

g a c ; a—b c—d
i— = —, enton =
, = g entonces g
. a c
Restando 1 a la igualdad 7= 3 obtenemos:
a c
——1==-1
b d
de donde se tiene:
a—b c—d
b d
7. En toda proporcién % = 2, la suma de los numeradores es a la suma de los de-

nominadores, como cualquier numerador es a su correspondiente denominador.

O sea:
a+c_
_.I_

C
= — entonces

. a
Sl g d,

¢
b d

<
IS
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En efecto:

a+c b+d ,
= ——, asique
c d

a—+c C

b+d d

La otra igual se demuestra similar, el resultado puede generalizarse para mas

St

razones:

e at+c+e a c
?, entonces ———— = - = - =

si 2= €
- b+d+f b d f

b

¢
d
1.3.2. Segmentos proporcionales

La razén entre dos segmentos, es la razén entre sus medidas (Longitud), tal como

lo consider6 Euclides. Los dos segmentos deben ser medidos con la misma unidad.

A a B
. .
En simbolos:
cC b oD AB

Figura 1.1. Segmentos proporcionales

Dado un segmento AB; un punto P en su interior, éste lo divide en dos segmentos:

APy PB.

A P B

Figura 1.2. Segmento AB

, AP . . . :
La razon 5 = r es un numero real. Cuando r es un nimero racional, di-

m . ‘
gamos —, diremos que los dos segmentos son conmensurables; en otro caso seran
n

inconmensurables. En particular:

= Sir =1, el punto P es el punto medio y el segmento AB ha sido dividido en

dos trozos iguales y AP = PB.

1
m Sir= 2 la medida del segmento AP es un tercio de la medida del segmento
AB.

AP 1 AP

1
ﬁ: 5 ﬁZE luego, 2AP = PB, AB= AP+ PB = 3AP.

Lo cual significa que AB ha sido dividido en tres trozos de igual longitud y

AP corresponde a uno de ellos.
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Dados cuatro segmentos AB, CD, A'B’" y C'D’ diremos que son proporcionales

si y solo si
AB AP
CD  C'D
Es decir, si a, b, o', V' son las longitudes de los segmentos AB, CD, A'B' y
a d
C'D’ respectivamente entonces : i
A a B A a’ B
C b D c b D
o . . R

Figura 1.3. Longitudes de segmentos

a=AB, b=CD, o =A'B, VY =C'D

Observacion: Se tiene que en las razones de proporcionalidad entre segmentos
se cumplen las mismas propiedades de las razones entre cantidades mencionadas

anteriormente.

1.4. Teorema de Tales

Teorema 1.4.1 Si tres o més rectas paralelas cortan a dos rectas cualesquiera r y

s, determinan en ellas segmentos proporcionales.

Figura 1.4. Teorema de Tales

Con relacién a la figura adjunta, las paralelas son AA’, BB', CC" y ry slas
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rectas cualesquiera. El Teorema de Tales establece que:

AC A
CB (C'B

Observaciones
s El Teorema de Tales es valido también para mas de tres paralelas.

» La demostracion puede consultarse en textos de Geometria, pues excede los

propdsitos del presente trabajo.

1.4.1. Implicaciones del Teorema de Tales en Triangulos

Son diversos los resultados que se obtienen del Teorema de Tales. Antes de hacer
una resena de ellos, conviene hacer algunas precisiones sobre triangulos. El triangulo
con vértice A, B y C, lo representaremos con simbolos AABC; el angulo en un

vértice digamos B, lo representamos con el simbolismo £ ABC'.

A A

B ¢ B " c Bs " c’
Figura 1.5. Tridngulos homélogos

En dos figuras geométricas (Tridngulos, poligonos) los elementos que se corres-
ponden por su posicion relativa los llamaremos homélogos. Estos elementos, se mar-
can en los diagramas con el mismo distintivo. Si AB y C'D son segmentos paralelos,

escribiremos AB || C'D y si son perpendiculares AB L CD.

Asumimos los siguientes resultados sobre congruencia de triangulos: Dos triangu-

los son congruentes, si tienen congruentes:
» Un lado y sus dos dngulos adyacentes. (Criterio ALA)
= Dos lados y el angulo comprendido entre ellos. (Criterio LAL)

» Los tres lados (Criterio LLL).
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Teorema 1.4.2 Toda recta paralela a un lado de un tridngulo que interseca a los

otros dos, determina segmentos proporcionales a los otros dos lados del triangulo.

A O sea:
BA B CA
DA EA
D E
B C

Figura 1.6. Segmentos proporcionales en un tridangulo

Demostracion: Sea AABC, D y FE puntos del segmentos AB y AC' respec-
tivamente tales que DE || BC.

BD CF
Por el teorema de Tales: DA~ B4

BD+DA CE+EA

DA EA BA CA
Como: BD + DA=BA y CE+ FA = CA, entonces, DA- BA

Luego:

1.5. Semejanza

1.5.1. Definicion

Dos figuras son semejantes si tienen la misma forma y difieren en su tamano. El
simbolo “~” representa la semejanza entre dos figuras geométricas. Como la forma
de los triangulos esta determinada por los angulos entre sus lados, la semejanza
entre triangulos se establece por las relaciones que guardan los lados y los angulos

homologos.

1.5.2. Semejanza de triangulos

Dos triangulos AABC' y ADEF son semejantes, si y solo si, se satisfacen las

siguientes relaciones entre sus lados y sus angulos.
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c
A /éﬂx\
A H B 5 # o

Figura 1.7. Semejanza de triangulos

AC  BC AB
DF  EF DE’
LCAB =~ {FDE, {ABC =~ {DFEF, {ACB = {DFE.

y

Cuando los tridangulos sean semejantes se escribira, AABC ~ ADEF.Y se leera

ast: el tridngulo ABC' es semejante al tridngulo DEF.

Teorema 1.5.1 Silos triangulos AABC' y ADEF, tienen sus angulos congruen-

tes, entonces sus lados homélogos son proporcionales.

D
A |
BAC
E F

Figura 1.8. Tridngulos con dngulos congruentes

AB AC  BC
DE DF EF’
Demostracion: Trazamos en el triangulo ADFEF el segmento P(Q paralelo a

E'F de manera que DP = AB.

A
s Q
\;@
B o
P C

Figura 1.9. Tridngulos con dngulos congruentes y lados homdélogos proporcionales

Osea: Si LE=ZAB , AD= LA y £F = £C. Entonces:

E
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Ademas: £P = AF por ser angulos correspondientes entre paralelas, luego
AP = LBy como £D = KA los tridngulos ADPQ y AABC son congruentes
por el criterio ALA.

DP D@
Asi DQ = AC. Por el 1.4.2 —— = —— vy final-
s jll; QAC C. Por el teorema de , tenemos que oE — pF Y fine
mente — = ——, pues DP = AB y D@ = AC'. La otra igualdad se prueba en

DE  DF

forma similar. Como una consecuencia inmediata de éste resultado se tienen, los dos

siguientes.

Teorema 1.5.2 Toda paralela a un lado de un triangulo, determina otro tridngulo

semejante al primero.

B c

Figura 1.10. Tridngulos semejentes determinados por una paralela

Es decir, AADE ~ NABC.

Teorema 1.5.3 Si dos triangulos tienen sus lados homologos proporcionales, los

tridngulos tienen sus angulos homologos congruentes.

A H B
Figura 1.11. Triangulos con lados homodlogos proporcionales
CA AB (B
FD DE FE

los anteriores teoremas se pueden concluir los siguientes criterios de semejanza.

O sea: Si entonces LA X LD, B AFE y L£C = LF. De
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1.5.3. Criterios de semejanza de triangulos

Criterio Angulo, Angulo, Angulo: (AAA): Dos tridngulos son semejantes,

si y s6lo si, tienen sus tres angulos homologos congruentes.

C
//\\ |
4 B £ -

Figura 1.12. Tridngulos con los 3 dngulos homoélogos congruentes

O sea: Si LCAB= LC'A'B', LABC = LA'B'C'", ABCA = LB'C'A" entonces
ANABC ~ ANA'B'C".

Criterio Ang’u,lo, Angulo: (AA): Dos tridgngulos son semejantes, si y sélo si,

tienen dos angulos homdélogos congruentes.

C
o
A //\)\ -
A B

Figura 1.13. Tridngulo con dos dngulos homdélogos congruentes

Es decir: Si LCAB =2 LC'A'B', L{ABC = LA'B'C’, entonces ANABC ~ NA'B'C".

Criterio Lado, Lado, Lado: (LLL): Dos tridangulos son semejantes, si y sélo

si, tienen sus lados homologos respectivamente proporcionales.

c
o
A,//\\B,
A # B

Figura 1.14. Triangulos con los 3 lados homologos proporcionales
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CA AB BC
oa = A = g etonces AABC ~ AABC

O sea: Si

Criterio Lado, Angulo, Lado: (LAL): Dos tridngulos son semejantes, si y
sélo si, tienen dos lados homélogos proporcionales y el angulos comprendido entre

ellos es congruente.

A # B

A # B
Figura 1.15. Triangulos con dos lados homélogos proporcionales y el angulos com-

prendido entre ellos es congruente

CA AB

Es decir: Si ox = 15

y LCAB = LC'"A'B’, entonces AABC ~ ANA'B'C".

1.5.4. Semejanza de triangulos rectangulos

Hipotenusa
Cateto

-

Cateto
Figura 1.16. Triangulo rectangulo

Los triangulos que tienen un angulo recto son los triangulos rectangulos. Como
la suma de los tres angulos internos del trangulo es 180°, los triangulos tienen dos
angulos agudos que son complementarios, pues su suma es igual a 90°. En triangulos

rectangulos es usual la siguiente terminologia:
= Hipotenusa: Es el lado opuesto al angulo recto o de 90°.
= Catetos: Son los dos lados que forman el dngulo recto.

Cada uno de los angulos agudos de un triangulo rectangulo esta formado por

uno de los catetos y la hipotenusa.



1.5. Semejanza 20

BA? A

Figura 1.17. Triangulo rectangulo 2

Escogido uno de los angulos agudos, digamos 6, el cateto que forma ese angu-
lo con la hipotenusa, lo llamamos cateto adyacente al dngulo 6. Debe observarse
que ese cateto es a su vez, el lado opuesto al otro angulo agudo del triangulo. Adi-
cionalmente, si 6 es la medida de uno de los angulos, la medida del otro angulo
agudo es 90° — #. Para que no haya lugar a confusién, la longitud de cada lado de

un tridngulo, la designaremos con la letra miniscula correspondiente al lado opuesto.

Los criterios de semejanza de triangulos establecidos en el paragrafo 1.5.3 para
el caso de triangulos rectangulos se simplifican por la presencia de un angulo recto;

pueden establecerse de la siguiente forma:
Dos triangulos rectangulos son semejantes si tienen:
a) Un angulos agudo congruente.
b) Los dos catetos homdlogos proporcionales.
c¢) Proporcionales la hipotenusa y un cateto.

Graficamente, estos criterios se ilustran como se muestra a continuacién.
a)c a)
AB= LB

B
A B A B’

Figura 1.18. Triangulo rectangulo con un angulo agudo

congruente
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b) ¢

| C’
& J[—\\

A # B A7 T y24

Figura 1.19. Tridngulo rectangulo con los dds catetos

homologos proporcionales

C)C

Ui

A B A B’

Figura 1.20. Tridngulo rectangulo con un cateto y la hipo-

tenusa proporcionales

1.5.5. Teorema de Pitagoras

b)

AC  AB

A'CT T AB
c)

BC  AC

B'C’ o AC!

Si AABC' es un triangulo rectangulo con angulo recto en C, y si a = BC |,

b= AC y c= AB. Entonces a® + b? = ¢?

C

c

Figura 1.21. Teorema de Pitagoras



CAPITULO 2

RAZONES TRIGONOMETRICAS

En este capitulo se estudiaran las razones trigonométricas llamadas seno, coseno,
tangente, cotangente, secante y cosecante. Su estudio se hara de forma gradual
asi: referidas a tridngulos rectangulos, se introducen las funciones trigonométricas
de un angulo agudo, posteriormente se extienden para angulos entre 90° y 360°;

por ultimo se introducen las funciones trigonométricas para cualquier niimero real.

2.1. Razones Trigonométricas referidas a Triangu-

los Rectangulos

C'

.

A B B
Figura 2.1. Triangulo rectangulo 3

Dado un triangulo rectangulo ABC, con angulo recto en B, cualquier recta B'C’
paralela al lado BC' determina otro tridngulo rectdngulo AB’'C’ con dngulo recto en

B’, semejante al primero.
22
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Son validas entonces las siguientes proporciones:

1B_C_B'C' . 2A_B_AB’ . 3B_C_BC’
CAC ACT T TTAC O ACT AB  AB’
AB AB'  _AC AC'" AC AC

BC-BC ' Cap_ap  “BC T BO
El valor comun de la proporcién 1. lo llamamos el Seno de A y se escribe:

BC
AC

sen A =

El valor comtn de las proporciones 2, 3, 4, 5y 6 los llamamos respectivamente

Coseno de A, Tangente de A, Cotangente de A, Secante de A, Cosecante de A y

se escribe:
AB BC AB
cosA:E : tanA:E : cotA—BC
AC AC BC
secA:E : CSCA:B_C’ : SenA:E

Lo anterior significa que si ABC es un tridangulo rectangulo, con dngulo recto en

B, cuyos lados tienen longitudes como se muestran en la figura adjunta; se tiene que:

c
a ( Lado Lado opuesto
senf) = —
b \ Hipotenusa 1potenusa
¢ ( Lado adyacente
b cosf = -
a b Hipotenusa
a { Lado opuesto
tanf = —
¢ \ Lado adyacente
0 H ‘0 ¢ ( Lado adyacente
cotf = —
A c B a \ Lado opuesto
Figura 2.2. Tridngulo rectdngulo 4 b ( Hipotenusa
secf = —
c \ Lado adyacente
b ( H Hipotenusa
cscl = —
a \ Lado opuesto opuesto

Observacién: El valor de las razones trigonométricas de un angulo fijo 6, es

independiente de las longitudes de los lados que los conforman. Asi por ejemplo:

BC  B'C' BC  B'C’
= tan A = —

send =5 =T AR~ AD
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2.1.1. Primeras Propiedades

1.
senf-cscf =1
cos@-secl =1
tanf -cotd =1
En efecto :
b
sen@-cscezg-—zl
b a
cos@-sec:@:f-l—)zl
b ¢
tanQ-cotezg-Ezl
c a

Lo anterior significa que las razones trigonométricas cscf, sec, cotf son res-

pectivamente las razones inversas de senf, cosf y tanf. O sea:

1
0 =
¢ sen 6
1
0 =
bec cosf
1
t0 =
€0 tan 6

2. Dada una funcion trigonométrica de un angulo agudo 6, las otras cinco funcio-
nes quedan determinadas de manera unica. A manera de ilustraciéon, presentamos

3
el siguiente ejemplo: Dado tanf = 7 hallar las otras funciones.
C

Como tanf =

| oo

, sin perdida de generalidad pode-
«  mos suponer que a = 3y ¢ = 4. Como b? = a%>+c* =

9+ 16 = 25. Luego b = 5. Asi que:

0 []

i - B a 3 c 4 a 3

senff=—=—- ; cosf=-=- ; tanf=—-—=—

Figura 2.3. Tlustracion fun- b5 b 5 c 4
4

ciones trigonométricas cotf = . ;. secl = l_) = ? : cscl = é = é

a 3 c 4 a 3
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2.1.2. Co-Funciones Trigonométricas

En todo tridangulo rectangulo, los dos angulos agudos son complementarios, luego si

uno de esos angulos es 6, el otro es 90° — 6.

& Luego: senf = 2 Asi que:

90° — 0 b
cos(90° — ) = sen 6.

b De la misma forma:

a cosf = ZE) ; sen(90° —60) = %

Luego: cos € = sen(90° — 0).
(7]
A c =

Figura 2.4. Co-funciones trigonométricas

En resumen: El seno de un angulo, coincide con el coseno del complemento y
reciprocamente. Por ésta razon el coseno es co-funcién del seno y reciprocamente.
Similarmente: tangente y cotangente son co-funciones la una de la otra; lo mismo

ocurre con la secante y la cosecante.

2.1.3. Identidades Pitagoricas

Las igualdades:

sen’6 + cos’ 0 = 1
1+ tan®6 = sec®d

1+ cot?6 = csc? 6

Se conocen con el nombre de identidades pitagéricas porque se deducen haciendo

uso del Teorema de Pitagoras.

L En efecto:sené’:% : cog&:g
Luego:
2 2 2
¢ (sen 6) + (cos 0)* = 7t
L at+e
0 [] - b2

A e B

Figura 2.5. Triangulo rectangulo 5
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2

Como: a?® + ¢ = b?, luego (sen 0)? + (cos6)? = o 1. Usualmente se escribe :

(sen)? = sen’6; (cosf)* = cos® 0

Asi que:
sen®f + cos’f = 1
Similarmente:
1 +tan®6 = 1+ (tan0)?
B @ & a
“ltasata
2 2 2 b\ 2
_ —ZC == <—> = (sec0)? = sec?* 0
c c c
Ademés:
1+cot?d =1+ (coth)?
A a*
“ltaTate
2 2 b2 b\ 2
= ¢ —i;c == (—) = (csc)? = csc? .
a a a

2.1.4. Visualizacion Grafica

Como se sabe, el valor de las funciones trigonométricas no depende de la lon-
gitud de los lados del angulo 0; esto permite representar un mismo angulo usando

tridngulos convenientemente escogidos asf:

C a) Elseno y el coseno se representan en tridngu-
los rectangulos con hipotenusa igual a 1.
a c
1 senf = —, cosf = —.
a 1 1
Luego: sen 6 es el lado opuesto, y cos @ es el lado

adyacente. Obsérvese que adicionalmente resul-

0 . .
A B ta inmediato que:

(&

Figura 2.6. Visualizacion grafica
sen?f + cos’f =1, pues a®>+ ¢ = 1.
Seno y Coseno.
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C

ali Clp
3 i

Figura 2.7. Visualizacion grafica

Tangente

b) La tangente se representa en tridngu-
los rectangulos con lado adyacente igual a

1.

a
tanf = — =a

1
Luego la tan@ es el lado opuesto al angulo 6.
1
Como cosf = —, asi que b = =secH. De
b cos 6

paso se observa que la hipotenusa es la secante

de 6.

De aqui se deduce en forma inmediata que

1+ tan?6 = sec? 6

Pues es claro que b? = a? + 1.

6 O,

c

Figura 2.8. Visualizacion grafica

Cotangente

c) La cotangente se representa en tridngu-
los rectangulos con lado opuesto igual a
1.

c
cot =—-=c

1

Luego la cotf es el lado adyacente a 6. Co-

= cscf. De

mo — = senf, entonces b =

b sen ¢
nuevo debe observarse que la hipotenusa es la

csch.

Ademis: b?> = 1 + ¢2, significa que

csc?h =1+ cot? 6.
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2.1.5. Sistema de Medida de angulos

Existen diversos sistemas para medir angulos; es mas cada civilizacion puede
tener su propio sistema. De hecho pueden inventarsen sistemas para medir angulos.
Cada uno de ellos deben empezar estableciendo una unidad de medida. Vamos a

describir dos sistemas de medida que actualmente son los mas utilizados.
Sistema Sexagesimal:

La unidad de medida es el sexagesimal. Da-
1° da una circunferencia cualquiera, procede-
mos a dividirla en 360 arcos iguales toman-

do puntos equidistantes sobre ella. El angu-

o .
¥ lo central determinado por dos marcas con-
secutivas cualesquiera mide 1 grado sexagesi-
mal.
Figura 2.9. Sistema Sexagesimal. Como las marcas son equidistantes segin éste

sistema todos los dngulos rectos miden 90 grados sexagesimales: Se escribe: 90°; el

angulo llano 180°, etc.

Cuando la unidad de medida (el grado), se divide en 60 partes iguales, cada una
de ellas recibe el nombre de minuto; y si cada minuto se divide en 60 partes iguales,

cada una recibe el nombre de segundo. De ésta forma:
1 grado equivale a 60 minutos

1 minuto equivale a 60 segundos

Los grados se representan con un supercero en el nimero; los minutos con una

supercoma y los segundos con una doble supercoma. Asi por ejemplo:
0 = 37°45 32"

es el angulo con medida 37 grados, 45 minutos y 32 segundos.
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Sistema de Radianes:

La unidad de medida es el radian. Dada una
circunferencia de radio 1 y un angulo cen-
1 r tral 0, si v es la longitud del arco determi-

9 nado por el angulo en la circunferencia dire-

mos que r es la medida del angulo 6 en ra-
dianes. Escribiremos # = 1 (radianes) de ésta

forma 1 radidn es la medida del angulo 6 co-

] ) ] rresponde a un arco de longitud igual al ra-
Figura 2.10. Sistema de Radianes

dio.

Como la longitud de la circunferencia es igual a

27, se deduce inmediatamente que en éste siste-

™

ma el dngulo recto mide 7 y los dngulos llanos

0 miden 7. Entendiendo que en el sistema sexa-

1 O . p . .
gesimal el angulo correspondiente a una circun-

ferencia es de 360° y en el sistema de radianes

corresponde a 2w, entonces

2

=360 0,0174532... radianes

Figura 2.11. Sistema de Radianes 1°

2 360

Iradidn = — - 1° = 57,29... grados
2m

La siguiente tabla, establece la equivalencia entre los dos sistemas para algunos

angulos:

0 : Grados | 360° | 270° | 180° | 90° | 45° | 30° | 60° | 120° | 15° | 0°
3 T T s T

T
: Radi or | = S == |2 2= | =
0: Radianes | 27 27r T 5 1 R 3 5 B 0

Cuadro 2.1. Equivalencia entre angulos y radianes
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2.1.6. El Circulo Goniométrico(o Trigonométrico)

H
F G/
E GC
1 1
0 1
A B D

Figura 2.12. Circulo Goniométrico

La circunferencia de radio 1, en la cual se representa el angulo 6, con su vértice
en el centro de la circunferencia, determina el triangulo rectangulo ABC' con angulo
recto en B e hipotenusa igual a 1. Al trazar DH, tangente a la circunferencia en D
y al prolongar el lado AC del tridangulo hasta H, se obtiene el tridngulo rectangulo
ADH con angulo recto en D. Este tridngulo es semejante con el tridngulo ABC.
El lado AD mide 1 y es adyacente a 6. Al trazar la paralela a la circunferencia en
F, se obtiene el tridngulo rectangulo AF'G con angulo recto en F', es semejante con

ABC el cateto opuesto a 6 vale 1.

De acuerdo a las visualizaciones hechas anteriormente podemos escribir:

AB = cosf FG=cotf
AF =senf AH=sect
DH = tan$ AG = cscf

El grafico descrito antes, en el cual se visualizan todas las funciones trigonométri-
cas de un angulo 6, se le conoce con el nombre de “ Circulo Goniométrico” o “Circulo

Trigonométrico”.
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2.1.7.

45°

C

A

C

Figura 2.13. Funciones Trigonométricas de angulo de 45°

Luego:
a 1 V2
450 = —_-= — = —
sen G 5
1
tan45°:g:—:1
c 1
b 2
sec45°:—:£:\/§
c 1
C
30°
d
a
60°
A = D B

B

Figura 2.14. Funciones Trigonométricas

de los dngulos de 30° y 60°

Entonces:
a \/5
60° = - = —
sen g 5
3
tan 60° = — = —\1[ =3
d
sec60° = — = - =2
c

Funciones Trigonométricas de 30°, 45°, 60°

Las funciones trigonométri-
cas del angulo de 45°
pueden calcularse con ba-
se en un triangulo rectangu-
lo con catetos de longitud
1. Como b = a? + ¢
y a = ¢ = 1, entonces
> = 2, 0sea, b = V2.

c
4502 _—_= — = —
cos 7 5 5
cot 45° :E:—zl
a 1
2
csc4h’ = — = 4 -2

Las funciones trigonométricas de 30°
y 60° se pueden calcular con base en
un tridngulo equildtero ABC de la-
do 2. O sea: d = 2, ¢ = 1 Co-
? =

mo: a’> + %, entonces 4 =

a?> + 1, luego a?> = 3. Asi que a =

V3.

c
60° = - = =

cos y

co‘cfSO":—:i:Lg
a 3 3

2 2

csc60°:£i:—:£

a 3 3
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Similarmente:

., ¢ 1 ., a 3

sen 30 =7=5 cos 30 =o=5

c c 1 \/§ a \/3
t O:—:—:—:— t O:_:_:

an30° = - = — A3 cot30° = — = = V3

2 2 2
sec30c’zc—i:—:£ CSCGOO:C—i:—:Q

a /3 3 c 1

2.2. Extension de las Funciones Trigonométricas

Y y
1
P(a,b)
_____ P(a:b)
\
1 b Y
\9 9 E
0 1 x 0 a B 1 T

Figura 2.15. Extension de las Funciones Trigonométricas

Tomamos en consideracion la circunferencia con centro en el origen de un sistema
cartesiano z — y de radio 1. Su ecuacién es x? + y* = 1. Cada punto P(a,b)
de esta circunferencia, determina el segmento y el eje x positivo del sistema de
coordenadas determina un angulo . Cuando a > 0, b > 0 el punto P estd en
el primer cuadrante y 6 es un angulo agudo, como los considerados en el paragrafo
anterior. El punto P puede proyectarse sobre el eje x y sobre el eje y, determinando

el triangulo rectangulo OB P, con angulo recto en el punto B. Como se sabe:

0— OB
cosf = op =a
BP
sen f = b

OP ~
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Como a es la abcisa de P y b la ordenada, podemos escribir:
cosf = abcisade P ; senf# = ordenada de P
Esta situacién motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.2.1 Si P(x,y) es un punto cualquiera de la circunferencia unitaria

2?2 +y? =1y si 0 es el dngulo formado por el segmento OP y el eje OX positivo,

definimos:
cos=x , senf =y
y Cuando P es el punto (1,0), # = 0° y entonces
P(z,y) ~ | cos0°=1 y sen0°=0
i Yo
:: ~ o Cuando P es el punto (0,1) , # = 90° y entonces
z 0 1 =z

cos90°=0 y sen90° =1

Cuando P es el punto (—1,0), 6 = 180° y entonces

cos180°=—-1 y senl80° =0
Figura 2.16. Razones en la cir-

cunferencia unitaria.

Cuando P es el punto (0,—1), 6 =270° y entonces
cos270° =0 y sen270° = —1

Cuando P es el punto (1,0), € = 360° y entonces
cos360°=1 y sen360° =0

Observaciones:

a) Es conveniente y muy 1til, ver sen f como la proyeccién del segmento O P, sobre
el eje y, y cosf como la proyeccién de OP sobre el eje x.

b) De la definicién se desprende que cualquier punto de la circunferencia unitaria

es de la forma (cos @, sen @) donde 6 es el dngulo descrito en la definicién.
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2.3. Mas Propiedades de las Funciones Trigonométri-

cas

2.3.1. Funciones Trigonométricas de 6 + 90°, 6 + 180°, 180° — 0

Si # es un angulo agudo, las funciones trigonométricas de 6+90°, 6+180°, 180°—

6, se calculan sin  dificultad  por  congruencia de  tridngulos.
y Se tiene que: AOAP = AORQ)
0 TGN Luego: 0A =~ OR ;: AP~ QRZ=OB
—_——-—- TR—q I

Como OA = cosf = sen(f + 90°)
1 AP =senf
Pero OB = —AP = cos(f + +90°)

Luego: sen(f + 90°) = cos 6
cos(f +90°) = —sen 6

Notese que el signo menos, se debe a que el punto

Figura 2,17 Funciones trigo- Q@ es del segundo cuadrante, luego su coordena-

nométricas 6 + 90 da x (que es el coseno de 6 + 90°) es negativa.

Se tiene que: AOAP = ANOBQ
Luego: 0A= OB ; AP=0OB
() es un punto del tercer cuadrante, sus dos coor-

denadas son negativas, luego:

cos(6 +180°) = OB = —0OA

Como OA = cos 8 entonces de la misma forma:

sen(d + 180°) = —sen

_ _ ) Estos dos resultados también pueden obtenerse
Figura 2.18. Funciones trigo-

asl:
nométricas de 180° + 0

cos(f 4 180°) = cos [(6 +90°) +90° ; sen(f + 180°)=sen [(# + 90°) + 90°
= —sen(f + 90°) ; =cos(f + 90°)

= —cosf ; — —gsenf
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Tenemos: AOAP = AOBQ
luego:
cosf = OA
z  cos(180° — ) = OB = —-0A

Asi que:
cos(180° — #) = —cos

Similarmente: sen(180° — 6) = OR
Figura 2.19. Funciones trigo- .9 — AP — OR

nométricas de 180° — ¢ Luego: sen(180° — 6) = sen 6.

Las funciones trigonométricas de 6 + 270°, se calculan en forma similar. Los
resultados anteriores, lo que muestran es que las funciones trigonométricas de todo
angulo 6, entre 0° y 360°, pueden calcularse, con base en un angulo del primer cua-

drante. Esta técnica se conoce con el nombre de “Reducciéon al primer cuadrante”.

2.3.2. Funciones Trigonométricas de Angulos Negativos

Un angulo 6, puede considerarse como generado por la rotacién de un segmento

OA, sobre uno de sus extremos, digamos O.

y Y

0
O Ax

6 positivo 6 mnegativo

Figura 2.20. Angulos orientados

Cuando la rotacién se hace en sentido contrario a como se mueven los punte-
ros de un reloj, diremos que @ es positivo(sentido antihorario); si la rotacién es en
sentido horario, # es negativo. Los diagramas deben dar cuenta de la rotacién selec-
cionada dibujando una flecha en el vértice del angulo. Debe entenderse que si 6 es

un angulo positivo, 6 es el angulo negativo u opuesto a f en el sentido descrito antes.
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De nuevo usando congruencia de tridngulos se prueba que:

sen(—0) = —senf

cos(—0) = cosf

Y
Se tiene que: AOBP = ANOBQ
——————— 3 cos = OB = cos(—0)
sen = BP
oL B
< 1 % sen(—#)=BQ=—-BP
Luego: sen(—6#) = —send
““““ Q
En resumen:

cos(—0) = cos b

Figura 2.21. Razones de angulos sen(—0) = — sen 6

opuestos
En general, cuando una funcién f, satisface la igualdad f(—z) = f(x), decimos
que f es pary si f(—z) = —f(x) decimos que f es impar. Lo anterior significa que

COSeNno es par y seno es impar.

2.3.3. Variacion de las funciones trigonométricas

Se sabe que cosf, sen @ son las proyecciones del segmento OP sobre el eje x y
sobre el eje y respectivamente. Para ver como son las variaciones de las funciones
trigonométricas, conviene considerar la circunferencia unitaria como la trayectoria
de un punto que se mueve en el plano, empezando en el punto (1,0) de tal manera
que en todo momento, la distancia del punto movil al centro de la circunferencia es

igual a 1.

Variacion del Coseno:

Cuando el punto mévil esta en (1,0), la proyeccién vale 1, a medida que el punto
se dirige hacia (0,1), la proyeccién disminuye su valor hasta llegar a cero; a medida
que el punto se dirige a (—1,0), la proyeccién sigue disminuyendo hasta llegar a

—1.
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(0,1)| Y

(*110) (130)

Figura 2.22. Variacién del Seno y del Coseno.

Cuando el punto sigue avanzando hacia (0, —1), la proyeccién aumenta hasta
llegar a cero; y finalmente cuando el punto mévil se acerca de nuevo a (1,0), la
proyeccion sigue aumentando hasta llegar de nuevo a 1.

La anterior descripciéon permite escribir las siguientes caracteristicas de cos 6:

a) cosf toma todos los valores entre —1 y 1:
—1<cosf <1

b) cos 0 = cos 360° = 1
¢) cos90° = cos270° =0
d) cos 180° = —1

Variacion del Seno:

Es similar a la de coseno, ahora las proyecciones se miden sobre el eje y ; empieza
en 0, cuando el punto mévil esta en (1,0); luego aumenta hasta llegar a 1, cuando
el punto mévil estd en (0, 1), ete.

Las caracteristicas del seno son las siguientes: a) sen § toma todos los valores entre
-1y 1:

—1<senf <1
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b) sen0 = sen 180° = sen 360° = 0
c) sen90° =1
d) sen270° = —1

Variacion de la Tangente:

Figura 2.23. Variacién de la Tangente

El circulo goniométrico , descrito en el
numeral 6 muestra que la tangente pue-
de medirse sobre la recta tangente tra-
zada en las circunferencias unitarias en
el punto (1,0). Cuando el punto mévil
estd en (1,0), la tangente vale 0, cuan-
do el punto se acerca a (0, 1) la tangente
aumenta su valor hasta hacerse infinita-
mente grande. Cuando el punto movil
supera al punto (0,1) la tangente se
hace infinitamente pequena (6 infinita-
mente grande pero negativa); al avan-
zar hacia (—1,0) la tangente aumenta

su valor hasta llegar a cero, de manera

que cuando el punto movil se acerca a

(0, —1) la tangente vuelve hacerse infinitamente grande. Cuando el punto mévil

supera a (0, —1), la tangente vuelve hacerse infinitamente grande pero en negativa;

empieza de nuevo a aumentar su valor hasta llegar a 0, cuando el punto mévil re-

torna a (1,0). La descripcién anterior permite escribir:

a)tan 0 = tan 180° = 0
b)tan 90° = oo
¢)tan 270° = —o0

d) La tangente toma todos los valores de la recta real:

—o0 < tanf < 0o
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2.4. Graficas de las funciones trigonométricas

Para graficar las funciones seno y coseno se sigue el siguiente procedimiento
geométrico, el cual siguiendo las precisiones realizadas en el circulo trigonométrico

permitira realizar una buena representacién de estas funciones.
» Trazar una circunferencia del radio deseado.
» Calcular el perimetro de la circunferencia(27r)

= Trazar un segmento en el eje coordenado de longitud 27r desde el origen
(0,0) como se observa en la figura, en este segmento se trazara las funciones

mencionadas.

= Dividir la circunferencia en los radianes deseados, realizando la misma divisién

en el segmento construido.

= Para hallar coseno de un angulo se debe tener en cuenta que esta razon es la
proyeccion sobre el eje z. Por tanto con el compas se debe tomar esta medida

y trasladarla al eje coordenado.

Yy

I

(=]
Slif=====
@y
9

Figura 2.24. Construccion grafica funcion Coseno 1.

= Se debe tener en cuenta que la proyeccién de los dngulos sobre le eje x en
el segundo y tercer cuadrante tiene signo negativo. Por tanto al trasladar la
medida con ayuda del compés esta se debe ubicar debajo del segmento trazado,

como se muestra en las siguientes figuras.



2.4. Graficas de las funciones trigonométricas 40

S p-=-===
wlapF---—

Figura 2.25. Construccion gréafica funcién Coseno 2.

L) S
e

Figura 2.26. Construccion grafica funcion Coseno 3.

= Luego, continuando con este proceso iterativamente con cada uno de los dngu-

los en la que se dividié la circunferencia se obtiene finalmente la representacion

grafica del coseno.

Y Sr———
wly

Figura 2.27. Construccion grafica funcion Coseno 4.

= Ahora bien, para hallar seno de un angulo se debe tener en cuenta que esta
razén corresponde a la proyeccion sobre el eje y. Por tanto con el compas se

debe tomar esta medida y trasladarla al eje coordenado.
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Hi= ==
T
IE]

8

2.28. Construccion grafica funcién Seno 1.

= De la misma manera que para la grafica de coseno, continuamos con el proceso
iterativo de trasladar la medida de la proyeccién al eje coordenado formado

por el segmento construido.

Yy

[ L] [ | S
o | B9

=

o

3

3

8

Figura 2.29. Construccion gréafica funcién Coseno 6.

= Se debe tener en cuenta que la proyeccion de los angulos sobre le eje y en el
tercer y cuarto cuadrante tiene signo negativo. Por tanto al trasladar su medida
con ayuda del compas esta se debe ubicar debajo del segmento trazado, como

se muestra en las siguientes figuras.

Yy

L - |
[ -

Figura 2.30. Construccion grafica funcion Seno 2.
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Figura 2.31. Construccion grafica funciéon Seno 3.

Luego de construidas estas funciones es posible realizar un analisis de estas para

definir las funciones trigonométricas que faltan. Entonces veamos esto con cada una:
1. Tangente

, . sen
Como se observé anteriormente tan 0 =
cos

por tanto:

3 3 3
1. 0 +# g y 0 # g pues cosg :cosg = 0. Es por esto que en g y 7% existe

una asintota vertical en la grafica de tangente.
11. Como sen( = sen 2w = 0 entonces tan 0 = tan 2w = 0.
T 3T .
1. Cuando 6 = YR 0= T entonces sen = cosf y en consecuencia tanf = 1.

. ™ . , 7T
wv. Sio<f< 5 se tiene que cada vez que los angulos se acercan a — el cosf es
cada vez mas pequeno y el senf cada vez mas grande de tal modo que sen 6

. . ) 1
se aproxima a 1 y cosf se aproxima a 0, acercandose al cociente — = oo.

Figura 2.32. Variacién Seno y Coseno.
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V.

. T . , ™
Si — < 0 < 7 se tiene que cada vez que los angulos se acercan a — por la
2
izquierda entonces tendra un comportamiento similar, solo que en este caso el

cos 6 serd negativo pues su proyeccién se encuentra en el segundo cuadrante. En

. . sen d
consecuencia el cociente

7 se hara cada vez més grande pero negativamente,
cos

aproximandose a —— = —00

Ademas su grafica es:

0 m/2 n 3n/2 2n

A\ 4
Figura 2.33. Representacién gréafica Tangente

2. Secante

Como se observé anteriormente sec§ =

II.

II1.

Iv.

entonces:

cos 0

T R T 37T

3
.0 # g y 0 # on pues cos§ :(3057 = 0. Es por esto que en 5 y > existe

2
una asintota vertical en la grafica de secante.

Como cos0 = cos2m = 1 entonces sec) = sec2m = 1. Del mismo modo si

cosm™ = —1 entonces secwm = —1.

. m p . m .
Sio<6o< 5 entonces cada vez que el angulo se aproxima a 5 e tiene que

1
se aproxima a 0= o0

cos 6 se acerca a 0 , en consecuencia el cociente
coS

T
Si 5 < 0 < 7 entonces cos @ realiza una trayectoria de 0 a -1, por tanto el

cociente

parte de —oo a -1.
cos 6
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VI.

i 3T . :
Simt <6< > entonces cosf realiza una trayectoria de -1 a 0, por tanto el

cociente parte de -1 a —oo0.

cosf

.3 , :
Si - < 6 < 27 entonces cada vez que el angulo se acerca a 27 se tiene que

cos 6 se aproxima a 1 , por tanto el cociente parte de oo aproximéndose cada

1
vez mas a T

Veamos esto graficamente

N

V . .
Figura 2.34. Representacién grafica Secante

3. Cosecante

Como se observé anteriormente secd =

II.

II1.

Iv.

entonces:

Se1n

0 # 7y 6 +# 2w, pues sent = sen 2w = 0. Es por esto que en 7 y 27 existe una

asintota vertical en la grafica de cosecante.

™ T . . ™
Como sen — = 1 entonces csc 5 = 1. Del mismo modo si sen > = —1 entonces
3T
csc— = —1.
2
. ™ , . , ™ .
Sio<o< 5 entonces cada vez que el angulo se aproxima mas a 5 se tiene

que cos f se acerca a 1 , en consecuencia el cociente parte de oo a 1.

sen 0
T
Si 5 < 6 < 7 entonces senf realiza una trayectoria de 1 a 0, por tanto el

cociente

parte de 1 a oo.
sen
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) 3T : .
V. Sim< < > entonces sen  realiza una trayectoria de 0 a -1, por tanto el

cociente

parte de —oo a 1.
cos 6

. OT0 , .
VI. Si > < 0 < 27 entonces cada vez que el angulo se acerca a 27 se tiene que

sen @ se aproxima a 0 , por tanto el secante parte de -1 a oo.

Veamos esto graficamente

b

Figura 2.35. Representacién gréafica Cosecante

4. Cotangente

, _ cos f
Como se observd anteriormente cot § =

por tanto es la reciproca de la funcion

sen 6
; ; 1 1 cosf
angente va que = =
& YAAUe vne ~ senf  send
cos

1. 0#0,60# 7wy 60 # 2w pues sen() = sen 7 = sen 2w = 0. Es por esto que en 0,

7y 27 existe una asintota vertical en la grafica de cotangente.

1. C T T 0 ent t T t ST 0
. Oomo COS — = COS — = entonces cCOt — = cot — = U.
2 2 2 2

m 3T .
1. Cuando 0 = YR 0= T entonces sen = cosf y en consecuencia cotf = 1.

. T . , 7T
Iv. Sio <0 < 5 se tiene que cada vez que los angulos se acercan a — el cos6
es cada vez mas pequeno y el senf cada vez mas grande de tal modo que
. . , . 0
sen @ se aproxima a 1y cosf se aproxima a 0, acercandose al cociente T En

consecuencia cot 6 parte de oo a 0.
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sinf: === -
cos @ :

. T . . ™
V. Si — < 6 < 7 se tiene que cada vez que los angulos se acercan a 5 por la

izquierda entonces tendra un comportamiento similar, solo que en este caso el

cos # serd negativo pues su proyeccién se encuentra en el segundo cuadrante.Fn

cos

consecuencia el cociente
sen

—0OQ.

aproximandose a 0

Ademaés su grafica es:

se hara cada vez més grande pero negativamente,

N

Figura 2.36. Representacién grafica Cotangente

Observacion: Cada uno de las cuatro partes en que los ejes dividen la circun-

ferencia se les llama cuadrante. Si el angulo es agudo, el punto esta en el primer

cuadrante. Si el angulo es obtuso estard en el segundo cuadrante. Si el angulo esté

3 . o . 3m
entre m y — este se ubica en el tercer cuadrante y si el angulo esta entre 5 Y 2m,

el punto estara en el 4 cuadrante.
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2.5. Las Funciones Trigonométricas como Funcio-
nes de Valor Real.

Para definir las funciones trigonométricas de niimeros reales, a cada ntimero real
t se le asignara un punto P(t) = (x,y) de la circunferencia unitaria. Dado ¢t € R,
recorremos t unidades sobre (a lo largo) de la circunferencia unitaria, comenzando
en el punto (1,0), en sentido contrario de las manecillas del reloj, si t es positivo. Si
t es negativo, entonces nos movemos a favor de las manecillas del reloj. Usaremos
las coordenadas del punto P(t) = (z,y) para definir las funciones trigonométricas

del numero ¢.

P(x,y)
t>0
t
0 (1,0) U (1,0)
P(x,y)

Figura 2.37. Funciones Trigonométricas como Funciones de Valor Real.

Asi, a todo nimero real ¢ le corresponde un tinico punto P(z,y), sobre el circulo
unitario. Es decir no importa el niimero real ¢ que se escoja, habra un punto P que

le corresponde en el circulo unitario.

Definicién: Sea ¢ un numero real y sea P(x,y) el punto de la circunferencia

unitaria correspondiente al niimero ¢ obtenido en la forma anteriormente. Definimos;

sent =y cost =x
tant:y cott:E
z Y
1 1
sect = — csct= —
T Y

Nota: Si el punto correspondiente al niimero ¢ esta en uno de los ejes de coordena-

das, entonces hay dos funciones trigonométricas que no estan definidas. En efecto



2.6. Otras Propiedades de las Funciones Trigonométricas 48

si el punto P se encuentra en el eje x entonces sus coordenadas son z = 1,y = 0
por tanto no estaran definidas las funciones cosecante y cotangente. Mientras que si
el punto P se encuentra sobre el eje y sus coordenadas seran de x = 0,y = 1 y en

consecuencia las funciones tangente y secante no estaran definidas.

2.5.1. Dominio y rango de las funciones trigonométricas de

valor real
Funcién Dominio Rango o Imagen
seno R [—1,1]
coseno R [—1,1]
tangente | R - {g + nm, n entero } R
cotangente | R — { nr, n entero } R
secante | R — {g + nm,n entero } | (—oo, —1] U [1, +00)
cosecante R — {nm,n entero } (—o0, —1J U [1, +00)

Cuadro 2.2. Dominios y Rangos de las Funciones Trigonométricas de Nimeros Reales

2.6. Otras Propiedades de las Funciones Trigo-

nomeétricas

2.6.1. Periodicidad de las funciones trigonométricas

Cuando un angulo de medida 6 y un angulo que mide 6+ 27 tienen su lado inicial
en el plano cartesiano sobre el semieje positivo de las equis 6 abscisas y su vértice
coincide con el origen o punto donde se intersecan los ejes (punto (0,0) ), sus lados
terminales coinciden. Por lo tanto, las funciones trigonométricas de los dos dngulos

tienen el mismo valor.

sen(f + 27) = sen 6 cos(f + 2m)= cos 6 tan(0 4+ 27) = tan @

sec(f + 2m) = secd cse(f + 2m) = cscd cot(f + 2m) = cot 0
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De manera similar, cos(f — 27m) = cosf, sen(f — 27) = sen 6, y asi sucesivamente.

Definicién: Una funcién f(x) es periddica si existe un nimero positivo p tal

que f(x + p) = f(z) para todo valor de x. El menor de los posibles valores de p es

el periodo de f.

tan(x 4+ m) = tanx

Periodo w
cot(z + ) = cotx
sen(x + 27) = senx
cos(x + 2m) = cosx
Periodo 27w

( )
sec(z + 2m) = secx
( )

csc(x + 2m) = cscx

Cuadro 2.3. Funciones trigonométricas periddicas

Las funciones tangente y cotangente tienen periodo p = m. Las otras cuatro fun-

ciones tienen periodo 2m. Estas funciones son importantes porque se puede estudiar

su comportamiento periédico.



CAPITULO 3

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

3.1. Identidades fundamentales

Se denominan identidades trigonométricas a los resultados que involucran funcio-

nes trigonométricas y que son validas para todos los valores posibles de la variable.

3.1.1. Identidades Pitagéricas

Reciben el nombre de Identidades Pitagdricas a tres resultados fundamentales
que se derivan de forma muy elemental al relacionar las razones trigonométricas con

el Teorema de Pitagoras. Ellas son:
1. cos?0 +sen?f =1
2. tan?6 + 12 = sec? 0

3. cot?f + 12 = csc?

3.1.2. Identidades para la suma y diferencia de angulos

1. sen(f + ¢) = senf cos ¢ + cosf sen ¢

20
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1
cos(0 + ¢) Yy

—_ U‘@ :E’
b 2

+ 7]
2,

£

Y

w

02 Y
b -
T 1

Figura 3.1. Seno y Coseno de una suma o diferencia.

Solucién: De la figura 3.1, se tiene que sen(f + ¢) = 2’ +y ; cos(0+¢) =x —y’

Ademas los triangulos sombrados son semejantes, entonces:

¥z
sen¢  coso
y y'

cos¢  senqo

sen x sen
Luego: a2’ = ¢a:; como cosf = , entonces 1z’ = ¢ cos Ocos
cos ¢ cos ¢ o8P
= sen ¢ cos 0

Ademas: senf = lo que implica que y = sen 6 cos ¢.

COSs

Asi que: sen(f + ¢) = sen ¢ cos 6 + sen 6 cos ¢

3.2. Otras identidades:

Las siguientes identidades se derivan de las anteriores usando procedimientos de
tipo algebraico. Ellas son:
a) sen(f — ¢) = senf cos ¢ — cos B sen ¢
b) cos(f + ¢) = cosfcos ¢ — senfsen ¢
c¢) cos(f — ¢) = coslcos ¢ — senfsen ¢
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tan ¢ + tan 6

4) tan(¢+6) = 1 —tan¢tanf

Solucion:

@) sen(0 — ) = senlf + (—)
= sen 0 cos(—¢@) + cos f sen(—¢)

= sen 6 cos ¢ — cos B sen ¢

b) cos(f + ¢) = sen[90° — (6 + ¢)]
— sen[(90° — 6) — 6)]
= sen(90° — 0) cos ¢ — sen ¢ cos(90° — 0)

= cosf cos ¢ — sen ¢ sen 0

c¢) cos(f — ¢) = cos|d + (—¢)]
= cos COS(—¢) — sen @ sen(—¢)

= cos f cos ¢ + sen @ sen ¢

sen(¢ + 6)

d) tan(¢ +6) = o501 0)

sen ¢ cos 6 + sen 6 cos ¢

cos ¢ cos — sen ¢ sen f

senpcosf  senfcos o

cospcosf)  cospcosb
cospcosf)  sen¢sent

cospcosf)  cospcost

tan ¢ 4+ tan 6
sen ¢ sen ¢

1
cos ¢ cos 0

tan ¢ 4 tan 6
1 —tan¢tand

Ejercicio: Probar que:
a) tan(—0) = —tané

tan  — tan ¢
b) tan(f —¢) = 1+ tanftan ¢
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Solucion:

2) tan(—0) sen(—0) —senfl  send

= =— = —tanf
cos(—0) cos 6 cos 6 an

B g tanf+ tan(—¢)  tanf —tan¢
b) tan(f — ¢) = tan[f + (=¢)] = 7— tanftan(—¢) 1+ tanftang’

_ tanf +tan¢

Ejercicio: Probar que tan(f + ¢) = I~ tan0tan o con base en la figura 3.2.
— tanf tan

T 3o

(0,1)

Figura 3.2. Tangente de una suma o diferencia

Solucién: De la grafica 3.2, teniendo presente que los triangulos sombreados
son semejantes, tenemos:

z
tan ¢ = ——, luego: z = secf tan ¢
sec 6

. y
ademés: z =
cosf

Entonces: secf tan ¢ = ——, se tiene que y = tan ¢
cos

x x
Como senf) = — = ——— se tiene que x = senfsecftan ¢ = tanftan ¢
z  secftan¢

. y + tan 6 tan 6 + tan ¢
Finalmente: tan(6 = =
inalmente: tan(6 + ¢) 1—=x 1 —tanftan ¢
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Son validos los siguientes resultados:
a) sen2f = 2senfcosd
b) cos20 = cos®H — sen? 6
Prueba
En efecto: sen(f + ¢) = sen 6 cos ¢ + sen ¢ cos
Haciendo ¢ = # , obtenemos:
sen(f + 0) = sen f cos f + sen 6 cos
O sea: sen 260 = 2sen 6 cos 6
De la misma forma:
cos 260 = cos(6 + 0) = cos O cos — sen @ sen §

O sea: cos 260 = cos®> 6 — sen? f

3.3. Identidades para angulos dobles y angulos
medios

Combinando las identidades cos 26 = cos? § — sen? § y sen? § + cos? 6 = 1.

1— 20
Se obtienen también: sen? f = LT o8
cos? ) — 1+ (:208 20

En efecto: cos 20 = cos? # — sen? 6

= (1 —sen?6) — sen? ¢

=1—2sen?d
1-— 20
Luego: sen?6 = %.

Similarmente se prueba la otra igualdad.

Con base en las anteriores se obtienen expresiones para el seno y coseno de 2

asi:
1— 0 0
o8P : Si = estdenel 12 6 2° cuadrante
0 V 2 2
1. sen 3 = - ; ,
=4/ % : Si 3 estdenel 32 6 42 cuadrante
En efecto:
1-— 20 0 0 1— 0
Como sen? ) = &, cambiando # por — se obtiene que sen? -~ = cos?.

2 2 2 2 ’
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luego

0 1 —cosf
\/sen2 — =14/————, como Vz? = |z|, entonces

2 2
| 9‘ 1 —cos®
sen —| =4/ ——
2 2

0 0 0
Ahora bien, si 3 estd en el 1° ¢ 22 cuadrante, sen 3 >0 y |sen §| =sen—. En

2
. 0 1 —cosf
consecuencia sen — = 4/ ————.
2 2 p

Si 3 estda en el 3° 6 4° cuadrante, sen 5 <0, |sen §| = —seng yen consecuencia

0 1 —cos@
sen- = —\/ ——.
2 2

/1 0 0
%: St —estdenel 12 & 42 cuadrante
2. cos§ =
/1 0 0
- %: Si 3 estdenel 2° & 32 cuadrante

De la misma forma:

\)

1 260 0 0 1 0
cos? ) = i, cambiando 6 por 5 5 obtiene que cos? = = ﬂ; luego

2 2 2
\/ 26’ \/1+COS(9
cos? — =/ ——,
2 2
| 0| /14 cos6
cos —| =4/ ——
2 2

0 S 0
Ahora bien, si 3 estd en el 1° 6 4° cuadrante ; sen 3 > 0. Luego,

0 0 1+ cosf
|cos—| =cos = =4/ ——
2 2 2

0 0 0
Si 3 estd en el 22 6 3° cuadrante; sen < 0. Luego, |cos 5\ = —cos; yen
consecuencia
0 1+ cos@
Cos - = —\[——F
2 2
/11— 0 0
o o8P : Si —estdenel 12 6 32 cuadrante
0 1+ cos@ 2
3. tan— =

2 1 — cos@ 0
_\/I : Si s estdenel 22 6 4% cuadrante
14 cosf 2
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En efecto:
son? Q 1 —cosf
LA 2 _ 9 _ 1 —cosf
2 , 0 14 cosf 14 cosf
cos? — _
2 2
0 1 —cosé
Luego: \/tan® = = \/ﬁ,
2 1+ cosf
0 1—cosf . 0 0
O sea: |[tan—| = 4/ =T gi 7 estdenel 126 32 cuadrante, tan — > 0
2 1+cosf 2 2

0 _ 0
y si 3 esta en el 2° 6 4° cuadrante,  tan 3 <0.

0 1— 0
3.1. Probar que tan—- = S0P
2 sen 6

Son validas las igualdades:
1 — cos260

2

sen’f =
sen 260 = 2sen 6 cos 6

En consecuencia, son validas también:

2 2
0 2 i
senfl = 2sen — cos —
2 2
5 0 1 —cos@
sen” — _
Luego: 2 = 2
2sen — cos — sen
2 2
0
sen — 1— 4
Asi que: 2 _ €08
sen 0
cos —
2
0 1 —cos@
O : tan—- = ———
sea an 5 -
3.2. Adicionalmente:
. 0 1—0050X1+0050
an — =
2 sen 6 1+ cos@
1 —cos?d

sen (1 + cos 0)
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sen? 6
sen 0(1 + cosf)

sen 6
1+ cos@

3.4. De la suma al producto y del producto a la
suma de angulos

1. De la suma al producto

1.1. Las identidades para la suma y la diferencia de angulos para coseno son:

cos(0 + ¢) = cosf cos ¢ — sen @ sen ¢

cos(f — ¢) = cos b + cos ¢ + sen O sen ¢
Sumando miembro a miembro se tiene:

cos(0 + @) + cos(0 — ¢) = 2 cos b cos ¢
Resultado que puede escribirse como:

1

cos 0 cos ¢ = 5[608(6 + @) + cos(6 — )]

1.2. Similarmente, restando miembro a miembro obtenemos:
cos(0 + @) — cos(f — ¢) = —2senfsen ¢

O sea: sen f sen ¢ = %[COS(Q — @) — cos(0 + ¢)]

1.3. Si escribimos las identidades para la suma y la diferencia de angulos para seno

obtenemos:

sen(f + ¢) = sen 6 cos ¢ + cos f sen ¢

sen(f — ¢) = senf + cos ¢ — cos O sen ¢
Sumando las dos ecuaciones se obtiene:

sen(f + ¢) + sen(f — ¢) = 2sen d cos ¢
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Este resultado lo podemos escribir como:
1
sen f cos ¢ = §[sen(9 + ¢) +sen(6 — ¢)]
1.4. Si por el contrario restdramos las dos ecuaciones entonces:

sen(f + ¢) —sen(f — ¢) = 2 cos @ sen ¢

O sea: cos fsen ¢ = %[sen(& + @) —sen(f — )]

2. Del producto a la suma

Las igualdades:

Son un sistema de ecuaciones en las variables 6 y ¢. Resolviéndolo obtenemos:

x+1y =20 -entonces xzﬂ =4

r—1y=2¢ entonces % =¢

Incorporando éstos valores de 6 y ¢, en las identidades anteriores obtenemos las

siguientes: T4y T —y
CosS T + cosy = 2cos (T) cos ( 5 )

T+
COST — COSY = —28en<

senx + cosy = 2sen rry cos Ty
2 2
senx — cosy = 2cos — sen 5

3.5. Los métodos para probar identidades

En esta seccion se senalan algunos métodos para demostrar la igualdad entre

dos funciones trigonométricas, ya que siempre es pertinente conocer cual es el mejor

camino para demostrar una identidad f(z) = g(z).
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Método 1. Se puede empezar escribiendo un lado de la identidad( ya sea f(x)
6 g(z)) vy luego mediante una cadena de igualdades llegar a convertir dicho funcién

en otra. Tal prueba tiene un esquema como el siguiente:

f@) = fi(@) = fo(2) = fs(2) = ... = g(2)
Método 2. Se puede encontrar una expresién para la cual f(z) y g(x) son
ambas iguales.Esta prueba tiene un esquema como el siguiente:
f(x) = h(z)

g(x) = h(z))
Aunque probablemente la demostracién de las igualdades h(x) = f(x) y h(x) =

z) = g(x)

g(x) requiera una prueba utilizando el método 1. A continuacién se mostrard un

ejemplo de demostracién utilizando el método 1.

Ejemplo 3.5.1 Probar la identidad tanz 4 cot x = secx - cscx

En efecto:

Ssenxr COS T
tanx + cotx = +

COS ™ senx

Sen xr sen r + cos x cos x

cosxrsenx

sen’ x + cos® x

cos T senx
1 1

COSxT senx

= Secxrcscx

En el siguiente ejemplo se ilustra una demostraciéon utilizando el método 2.

Sen T — Cos T tan?x — 1

Ejemplo 3.5.2 Probar la identidad 5 =
COS* T senzx + cosx

En primer lugar se trabajara con el lado izquierdo de la identidad:

Senxr — Cosx senx — CoSxT Ssenx + coszx

cos? x cos? x senz + cosx

(senz — cosz)(sen z + cos x)

cos? z(senx + cos x)

sen?x — cos?

cos? x senx + cos® x




3.5. Los métodos para probar identidades 60

Ahora trabajando con el lado derecho de la identidad:

sen? x

2 -1
tanx — 1 _ cosiz

senx + cos senx + cosx

sen®x — cos® x

cos? x
senx + cosx

sen®? x — cos® x

~ cos?x(senz + cosx)

sen?x — cos® x

cos? xsen x + cos3 x

Luego:
SEN T — COS T sen®r — cos®
cos?x ~ cos?xsenz + cosd x
tan®x — 1 B sen’z — cos’x
senz 4+ cosx  cos?xsen x cosd
Asi que:
senz —cosx _ tan’z —1
cos? x senx + cosx
Observacion:

Un error comun y que se debe evitar al demostrar una identidad trigonométrica

f(z) = g(x) es seguir el siguiente esquema:

f(x) = g(z)
— fi(z) = fo(z)
— fo(z) = fi(z)

El método de prueba anterior es incorrecto porque la primera igualdad f(x) =
g(x) es la identidad que queremos demostrar. Si empezamos escribiendo que f(x) =
g(x) entonces, {Es necesario escribir més?. Ademads s6lo porque la ultima igualdad
de esta “prueba” sea h(z) = h(z), es una afirmacién verdadera, no podemos concluir

que la afirmacién f(x) = g(x)es también cierta. Pues las afirmaciones verdaderas
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siempre conducen a declaraciones verdaderas, pero a declaraciones falsas también
puede conducir a declaraciones verdaderas. A continuacién se presenta un ejemplo
de porque el método de prueba anterior es incorrecto.

1 — senf B cos 6

Ej lo 3.5.3 Probar la identidad =
jemplo robar la identida 7 T send

Prueba incorrecta

1 — senf B cos 6
cosf  1+senf

— (1 —senf)(1+senf) = cosf - cosf
— 1 —sen?§ = cos 0

— 1 =sen’f + cos’ 6

La igualdad obtenida sabemos que es cierta, por tratarse de una identidad pi-
tagorica. Esto podria llevar a creer erroneamente que se ha probado la identidad
original. Sin embargo, la prueba no es correcta. Aunque la identidad propuesta es
en realidad cierta, no se ha proporcionado una prueba correcta de ello. Ahora vamos
a mostrar una prueba correcta:

Prueba correcta

1—senf 1—senf(1+senf) 1 —sen’d cos? 0

cos®  cosf (1+send) cosf(1-+send) cosf(1+ senf)

B cost cos
~ eost(1 +senb)

B cos
~ 1+senf

Seguidamente se demostraran algunas identidades trigonométricas,propuestas en

el libro Principles of Mathematics de Allendoerfer Oakley.

Ejemplo 3.5.4 Probar la identidad cscx = cot x + tan g

Prueba

r cosx 1—cosx
cotr 4+ tan - = + Por identidad dngulo medio de tan
2 sen x sen x

cosT+ 1 — coso 1
= = =cscx
senx sen x
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1-— 2
Ejemplo 3.5.5 Probar la identidad SO tana
sen 2x

Prueba

1 — cos? 1 — (cos? z — sen?
cos2z _ 1 (cos’s —sen’z) por identidad dngulo doble

sen 2x 2senx cosx

1 —cos?z +sen?x

2senx cosx

2sen® x
= - por identidad pitagoérica
2senx cosx

2serr T sen x
 2semT cosx

=tanzx

Ejemplo 3.5.6 Probar la identidad 4 sen? x cos? z = 1 — cos? 2z

Prueba

1 —cos’2r =1— (2cos’z — 1)*  por identidad dngulo doble de cos
=1—(4cos*z —4dcos’z +1) desarrollando el cuadrado
=1—4cos'x +4cos’r — 1
= —4costx +4cos’x
= 4cos’ 2(1 — cos® x)

= 4 cos” z(sen” 7) por identidad pitagérica

14+t 1 t
Ejemplo 3.5.7 Probar la identidad rlany + ooty 0
1l —tanz 1 —cotz

Prueba

) ) ) 1+tanx 1+ cotx
Probar la identidad propuesta es equivalente a probar —M = ————
1 —tanx 1 —cotzx

1 sen x COST +senx
1+ tanzx + COS T COS T cosxT +senx senx Iti 1
_— = = = multip. por
1 —tanx pordef. | _ sen COST —senw COST — Senx senzx

COS T cosS
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Ccos T + senx

sen r
COST — senx

sen T

COS ™ senx
+

senx  senax
COS T Sen xr

senx senx

cotx +1
_ LT por def. de cot
cotr —1
cotr +1 )
=—— organizando
1 —cotzx

1+t
Ejemplo 3.5.8 Probar la identidad e +tanz
cscx 1+ cotx

Prueba
1 senx CoST + senzx
1+tanz _ +cosx B COS T _ leo nz)-senx
1+ cotx por def. | 4 5T senz 4 cosx co NT) - CoST
senx sen
_senw
 cosx
1
= % reescribiendo
sen x
sec
= por def. sec y csc
cscw
. . . sen(x +
Ejemplo 3.5.9 Probar la identidad cot x + coty = M
sen x seny
Prueba
cosT  Cos cosT sen COSY SenT  COoSTSeny -+ Cosysen
cotx + coty = 4 959 Jeny , Co8Y _ y Yy
senx seny Ssenx seny  Seny sencw sen x seny
S ) sen(z + y)
por identidad suma de angulos. = ———=
sen x seny
. ) ) 1+ cosx sen x
Ejemplo 3.5.10 Probar la identidad + =2cscx

sen x 1+ coszx
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Prueba
1+ cosx sent (14 cosx)? +senzsenw
sen 1+cosz sen (1 + cosx)

1+2 2 ’
_ LT 2C08T ¥ CosTT +senTy desarrollando el cuadrado
senz(1 + cosx)

1 +2cosx + (cos? x + sen? x)
= agrupando
senz(1 + cosx)

14+2cosx+1 . . P
= T por identidad pitagdrica
sen (1 + cosx)

24 2cosx
senz(1 + cosx)

_ 2(1+eosT)
~ sena(l +g)8/’fj

=2

=2cscx por def. de csc
sen

Ejemplo 3.5.11 Obtener una identidad para cos 3z.

Prueba

cos 3x = cos(2x + x)
= C0S 2x cOS T — sen 2z sen x por identidad suma de angulos
= (1 — 2sen’ x) cos ¥ — sen 2z sen & por identidad angulo doble cos

2

= cosx — 2cosxsen” r — 2sen x cos T sen T por iden. dngulo doble sen

= cosx — 2cosxsen’ x — 2cosxsen’ x

= cosx — 4cosxsen’ x
Por tanto la identidad es:

cos 31 = cosx — 4 cosz sen’ x



CAPITULO 4

ECUACIONES TRICONOMETRICAS

4.1. Comentarios iniciales

Una ecuacion trigonométrica es aquella ecuacion en la que aparecen una o mas
funciones trigonométricas. En las ecuaciones trigonométricas la incognita es el angu-
lo comtn de las funciones trigonométricas involucradas. Las ecuaciones de este tipo

pueden tener infinitas soluciones.

No existe un método general que permita resolver cualquier ecuacién trigo-
nométrica. Pero pueden darse algunas sugerencias para tener en cuenta en su re-

solucién, como las siguientes:
I. Expresar la ecuacion trigonométrica en términos de un mismo angulo.
11. Expresar la ecuacién en términos de una misma funcion trigonométrica.

1. En caso de no poderse expresar la ecuacién en términos de una misma funcion

debe tratarse de factorizarla.

1v. Transformar la ecuacion trigonométrica en una ecuacién algebraica facil de

resolver.

V. Si se elevan al cuadrado o se quitan denominadores, deben verificarse las so-

luciones obtenidas y descartar aquellos valores que no satisfacen.

65
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VI. Se debe tener presente que —1 <sinf <1, —1 < cosf < 1.

Observacion: En este trabajo se encontraran las soluciones de angulos entre 0
y 27 de las ecuaciones trigonométricas. Aunque se menciono anteriormente tienen

infinitas soluciones.

4.2. Ejemplos resueltos

Ejemplo 1.tan’z =1

2
sen’ x
Veamos que tan?z =

5 entonces,
COs* T

sen? x

tan’z =1 < =1

cos? x
osen’x = cos® x

osen’r =1—sen’zx

—2sen’zr =1
> sen? !
sen“xr = —

2

. 1 .
Sea u = senx entonces reemplazando se obtiene : u? = 5 ¥ en consecuencia

1 ) 1 . .
u = +=——, es decir senxz = £——. Por tanto la solucién para esta ecuacion son los

V2 V2
angulos que tienen como proyeccion sobre el eje y a - 0 5

Figura 4.1. Ecuacion 1
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Observando la gréafica anterior se tiene que las soluciones son:

™ 3T
T =—: r= —
4’ 4
5% 7w
r=—": r=—
4’ 4

Ejemplo 2. 2cos?x — cosz = 0
Sea cos x = u luego reemplazando se tiene que :
2u” —u =0 ulu—1)=0
—u=0,02u—1=0
1
—u=20 ==
u  ou=g

1

Por tanto cosx =0, 0, cosx = =

o[

1

|
[N

Figura 4.2. Ecuacién 2

1
Observando la figura es facil comprobar que el dangulo que tiene a — como pro-

iy . T . . . ) o
yeccion sobre el eje x es 3 Ademas por lo visto anteriormente se tiene que — posee
la misma proyeccién. Del mismo modo el dngulo que tiene como proyeccién a 0 es

§,notando que —- posee la misma proyeccion. En consecuencia las soluciones para

esta ecuacion trigonométricas son:

s 5%
r=—; r=—
3 3
T 3
r=—; I =—
2’ 2
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Ejemplo 3. sen3x = 5

: 1 .
Sea u = 3x, en consecuencia sen u = 5 entonces observando la figura 4.3 se tiene

que las soluciones para esta ecuacion son:

Figura 4.3. Ecuacién 3

T o

U=—-yu=—.

67" 6

Luego reemplazando u = 3z

7 5%
3$:E—>x:§ , 3x:5—7r—>x:i
6 3 6 3
o 7y o 5T
r = — rT = —
18 18

. . . i s o
Por tanto las soluciones para esta ecuacion trigonométrica son: x = 3 V&= TS

Ejemplo 4. csc?x = —

3
Recordemos que cscx = , luego:

sen x
9 4 1 4
cscr = = > s =2
sen“x 3
2 3
< sen‘xr = —
4

. : 3 . .
haciendo u = sen x se tiene u? = 1 lo que implica que u = :|:7. En consecuencia

la solucién a esta ecuacion son los angulos que tienen como proyecciéon sobre el eje

V3, V3
a — 0 ——.
yay 2
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]

Figura 4.4. Ecuacién 4

Por tanto las soluciones para esta ecuaciéon trigonométrica son:

T 2
Tr=—, r = —;
3 3
4 5%
r=— r=—
3’ 3

Ejemplo 5. 2sen’z —senz — 1 =0

Sea u = sen z entonces reemplazando se obtiene 2u? — u — 1 = 0. Luego:

2
2u2—u—1:O<—>§-(2u2—u—1):0
2u)? — 1(2u) — 2
LD RS I
2u+1) - (2u — 2
o Qutl =)
(2u—|—1)~2(u—1)_0
5 —

< 2u+1)(u—1)=0
—2u—1=0, 6, u—1=0

1
Su=— ) =1.
u 2, O , U

) 1 ) o )
En consecuencia senz = 3 o senx = 1. Pero se tiene en el inciso anterior que
1 T o7

los angulos que tienen como proyeccion en el eje y 3 son 3 y 5 Ademas es facil

T
notar que el angulo que tiene como proyeccion a 1 sobre el eje y es 5 Por tanto las

soluciones para esta ecuacion trigonométrica son:
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m m
TS TTER Ty

Ejemplo 6. (2cosz + v/3)(secx —2) = 0
Como (2cosz + v/3)(secx — 2) = 0 entonces:

2608x+\/§:0, 0, secr—2=0
1

COS T

2cosr = —/3, 0, =2

1

cosr = ——, 0, cosa::§

%

Figura 4.5. Ecuacién 6

s T 1
Como se habia mencionado anteriormente cos 3 = coS 5 =3 Por otro lado
) om T 3
observando la figura 4.5 es posible establecer que cos — = cos i —g. Por
tanto las soluciones de la ecuacion trigonométrica son:
T T
T =— T =—
6’ 6
T oT
=, r =—
3 3
Ejemplo 7. secx + 1 = 2cosx
Por definicién se tiene que secx = entonces + 1 = 2coszx. Luego, sea
cos T cos T

u = cosx por tanto:
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1 1
+1=2cosx < —+1=2u
CcosS ¥ U
1+ wu
<> = 2u
U

S 1l+u=2u?

<2 —u—1=0

<2 +u—2u—1=0
“uu+1)+(—2u—-1)=0
“uu+1)—2u+1)=0
< 2u+1)(u—1)=0
—2u+1=0,06u—1=0
Hu:%éu:l

, 1 : .,
Es decir cosx = —5 ¥ CosT = 1. Entonces las soluciones para la ecuacién son

1
los angulos cuya proyeccion sobre el eje x es —3 o 1.

Figura 4.6. Ecuacién 7

Como es posible percatarse en la figura, se tiene que los angulos cuya proyeccién

2 4
sobre el eje x son ?ﬂ y % Ademas no es dificil notar que cos0 = cos 2w = 1.
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Ejemplo 8. 7senz + 5 = 2cos® x
Por identidad pitagérica se tiene que cos?x = 1 — sen? z. Luego:
7Tsenz +5=2-(1 —sen’z) = Tsenz + 5 = 2 — 2sen’ x, es decir
< 2sen’x + Tsenz +5—-2=10
< 2sen’x + Tsenx + 3.
Haciendo sen x = u se obtiene;
20"+ Tu+3=02u"+6u+u+3=0
< 2u(u+3)+(u+3)=0
— (u+3)(2u+1)=0

—“u+3=0 6 2u+1=0

1
SGu=-3 6 u=——
2
. , 1 .
Es decir senz = —3 6 senz = 5 Como se puede observar en la figura anterior
s T
Sen—g = sen— = —3. Pero notemos que —3 ¢ [—1, 1] pues no existe un angulo

cuya proyeccién sobre el eje x sea -3, ya que -3 no pertenece al rango de la funcion

senx.

Figura 4.7. Ecuacién 8

Entonces las soluciones para estd ecuacién son:

—T 7T
r=— r=—
6 ’ 6



CAPITULO b

TEOREMA DEL SENO, DEL COSENO Y RESOLUCION
DE TRIANGULOS

En el estudio realizado de las funciones trigonométricas se observd que estas
pueden obtenerse a partir de la relacién entre los lados y angulos de un triangulo
rectangulo, los teoremas que se veran en este capitulo, permiten establecer una
relacion entre el coseno de un dngulo 6 seno de un angulo y las longitudes de los
lados de un tridngulo arbitrario. Lo anterior se establece ya que que si en un triangulo
cualquiera trazamos una de sus alturas, el tridngulo queda dividido en dos triangulos
rectangulos, esto se debe a que la altura de un triangulo respecto de un lado es el
segmento perpendicular a dicho lado o a su prolongacion y que pasa por el vértice

opuesto.

5.1. Teorema del Seno

Teorema 5.1.1 En un tridngulo cualquiera las longitudes de los lados son propor-

cionales a los senos de sus dngulos opuestos.

Para el triangulo de la figura 5.1. el Teorema del Seno indica:

a b c

sena  senf  senvy
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C

Figura 5.1. Teorema del Seno

Caso 1.Triangulo acutangulo

Figura 5.2. Teorema del seno para triangulos acutangulos

Caso 2.Triangulo obtusangulo

FE A c B

Figura 5.3. Teorema del seno para triangulos obtusangulos
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Ejemplo 5.1.1 Encontrar todas las medidas que faltan en el siguiente triangulo:

23 em

46°

30 cm

Figura 5.4. Ejemplo teorema del seno 1.

Solucion:
Etiquetando las medidas
desconocidas
23 cm 23 ecm
46°
30 em 30 cm

Figura 5.5. Ejemplo teorema del seno 2.

En primer lugar, se establecera una ley de la proporcién senos. En este caso se de-

be trabajar con un angulo faltante, por lo que se tendré que calcular un seno inverso:

23 B 30
send6°  senY

< 23senY = 30sen 46°

30 sen 46°

23
30 sen 46° )

Por Teorema del Seno se tiene que:
—senY =
—Y =sen! (
23
+ Y ~ 69,8°
Ahora es facil calcular el tercer angulo: 180° — (46° 4 69,8°) = 64,2°

Después, se aplica el Teorema del Seno de nuevo para hallar el lado que falta.

Tenemos dos opciones, podemos resolver

23 T 30 T

sen46°  sen64,2°’ © sen 69,8°  sen 64,2°

De cualquier forma obtenemos la misma respuesta:

xr =288 cm
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5.2. Teorema del Coseno

Teorema 5.2.1 FEl cuadrado de la longitud de un lado de un tridngulo es igual a
la suma de los cuadrados de las longitudes de los otros dos lados, menos el doble
producto de estas longitudes por el coseno del dngulo que forman dichos dos lados.

Para el siguiente tridngulo,

C

Figura 5.6. Teorema del coseno

el Teorema del Coseno se expresa de la siguiente manera

a’ = b* + ¢® — 2bccos
b = a® + b2 — 2accos
A =a®>+b* — 2abcosy

Casol. El angulo incluido es agudo

C

I C '

Figura 5.7. Teorema del coseno con angulo incluido agudo
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Caso2. El angulo incluido es obtuso

C
|
:
I
h 1
b
I
|
7 B, S
—F—A ¢ B

Figura 5.8. Teorema del coseno con dngulo incluido obtuso

Ejemplo 5.2.1 Encontrar la medida de a, y mZC

B

21

40°

C 32 =
Figura 5.9. Ejemplo teorema del coseno

solucion: Primero escribimos los datos conocidos: b = 32, ¢ = 21, mZ40°

Luego aplicando el teorema del coseno:

a’> = b2+ % — 2bccos A
a’> =322 +21%2 —2-.32.21 cos 40°

a’® = 1024 + 441 — 1344 cos 40°

Va2 = /1024 + 441 — 1344 cos 40°
a ~ 20,87
Ahora para hallar mZC' se aplica de nuevo el teorema del coseno:
& =a*+b* — 2abcos C

21% = (20,87)* + 322 — 2(20,87) - 32cos C
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441 = 435,54+ 1024 — 1335,68 cos C
441 = 1459,5 — 1335,68 cos C
441 — 1459,5 = —1335,68 cos C

—1018,5 = —1335,68 cos C

—1018,5
“133508 ¢
0,76 ~ cos C

C = cos (0,76)

C ~ 40,5°

5.3. Resolucion de Triangulos rectangulos

Haciendo uso de las razones trigonométricas es posible encontrar los valores que
faltan en un triangulo dado, a esto se le conoce como resolucién de tridngulos. Ejem-

plo de lo anterior son los siguientes problemas:

1. Dado el AABC' con angulo recto en B, £C' = 58° y AB = 8cm. Encontrar

los elementos que faltan.

A

I'SD
. "Oe

Figura 5.10. Resolucién de triangulo 1

8 BC
°=— ° == A B = 180°
sen 58 yrolk cos 58 043 LA+ AB+ LC 80
AC = —5 . cos58°-(943) = BC LA+ 90° + 58 = 180°
sen H&°

AC ~ 9,43 em ; BC =~ 5 cm; £A=180° — 148° = 32°
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2. Dado el ADEF con angulo recto en E;, DE = 2¢m y EF = 3cm. Encontrar

los elementos que faltan.

D

2cm

E_I F

3 cm

Figura 5.11. Resolucién de tridngulo 2

2 2
tan F' = 3 : sen 33,69° = DF ; AD+ AFE + £F = 180°
2 2
F=tan 1] ; DF = —— AD 4+ 90° 4 33,69° = 180°
o (3) | sen3300 IS,
F ~ 33,69° ; DF ~3,6cm ;4D =180° — 123,69° = 56,31°

3. Dado el AHGI con angulo recto en G, HG = 7Tem 'y HI = 11,4cm. Encontrar

los elementos que faltan.

G 1
|

7em

11.4 em

H

Figura 5.12. Resolucién de tridangulo 3

7 el .

cos H = TA 3 Sen 52,12 = m 3 LH + KG + K] = 180
7

H =cos™! (ﬂ) : GI =sen52,12 - (11,4); 52,12° +90° + I = 180°

H ~ 52/12° ; GI =9 cm ; 41 =180° — 142,12° = 37,88°



CAPITULO 6

APLICACIONES

La Trigonometria es una rama de las matematicas que cuenta con diversas apli-
caciones en el mundo real; las primeras se hicieron en los campos de la Navegacion,
la Geodesia y la Astronomia, en las que el principal problema era determinar una
distancia inaccesible, como la distancia entre la Tierra y la Luna, o una distancia
que no podia ser medida de forma directa. Otras aplicaciones se pueden encontrar

en la Fisica, Quimica y en casi todas las ramas de la Ingenieria.

En este trabajo se ha escogido la aplicacion de la Trigonometria en problemas
que involucren angulos de elevaciéon y depresion. Angulo de elevacion es el angulo
agudo formado por la linea horizontal y la linea visual(linea imaginaria que une el
ojo de un observador con el lugar u objeto observado) cuando el objeto o punto
observado se encuentra por encima de la linea horizontal. Angulo de depresién es el
angulo agudo formado por la linea horizontal y la linea visual cuando el objeto o
punto observado estd por debajo de la linea horizontal. Graficamente, la situacién

es como se muestra en el esquema adjunto:
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Linea horizontal J Observador

Flevacion

Linea horizontal

Figura 6.1. Angulos de elevacién y depresion

En la mayoria de los casos, éstos problemas se reducen a encontrar elementos
desconocidos de triangulos rectangulos. Los ejemplos siguientes ilustran el procedi-

miento.

Ejemplo 6.0.1 Un camping esta a 9,41 millas de un punto directamente debajo
de la parte superior de una montana. Si el angulo de elevacion es de 12° desde el

campamento hasta la cima de la montana, ;qué tan alta es la montana?.

Cima

Campamento

12° 9.41mz

Figura 6.2. Aplicacién montana.

Solucion: Se puede observar en la figura un triangulo rectangulo con lado adyacente
al angulo de 12° que mide 9.41 millas. Luego para hallar la altura de la montana o
el lado opuesto al angulo de 12°, se tiene que tangente es la mejor opcién. Esto es:

altura de la montana

fan 12° =
ol 9.41mi

Luego :  (9,41mi) tan 12° = altura de la montana

2 millas ~ altura de la montana

Ejemplo 6.0.2 Sofia esta en el Faro de Boca Manglares en Tumaco. Ella observa
dos veleros al este del Faro. Los dngulos de depresion a los dos barcos son 33° y 57°.
Encuentre la distancia entre los dos veleros y la distancia de cada velero al faro. La

altura del Faro y de su plataforma se muestran en el esquema adjunto:
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25 mis

33 mis

D Ad B4\

2

Figura 6.3. Aplicacion veleros.
Solucion: Se tiene que los triangulos ACDA y ACDB son rectangulos , y ademas
que C'D = 25mts+33mts = 58mts. También que la distancia entre los veleros es AB
o lo que es igual DB — DA. Claramente, { FCB = LCBD y LECA = LCAD por
tratarse de angulos alternos internos entre paralelas. En consecuencia £ CBD = 33°

y £LCAD = 57°. Luego:

R 58 o 98
tan 33 = D5 tan bH7° = DA
58
_ DA _ 58
tan33° tan 57°
DB ~ 89,31 mts DA ~ 37,66 mts

Por tanto la distancia entre los dos veleros es aproximadamente 51,65 metros.

Ejemplo 6.0.3 El dngulo de elevacién a la cima de la pirdmide egipcia de Keops
es 36°, medida desde un punto situado a 106 metros de la base de la pirdmide. El

angulo de elevacién de una cara de la pirdmide es 52°. Encuentra la altura de la

piramide.

520 36°
\/l"— 106 mts —

Figura 6.4. Aplicacion piramide de Keops
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A

B C

= x - 106 mts —

Figura 6.5. Esquema aplicacién piramide de Keops

Los triangulos AABC' y AABD son rectangulos con angulo recto en B. Entonces:

h h
20 = — ° =
tan b . tan 36 71106
Luego h = x - tan 52° Y h = (z+ 106) - tan 36°

En consecuencia: z - tan52° = (z + 106) - tan 36°

2(1,28) ~ (z + 106)(0,73)
1,287 ~ 0,73z + 77,38
1,287 — 0,73z ~ 77,38

0,55z ~ 77,38
77,38
0,55

r ~ 140,69 mts

En consecuencia: h =z - tan52° ~ 140,69 - (1,27) ~ 178,67 mts

Por tanto la altura de la pirdmide de Keops es de aproximadamente 178,69

metros.

Ejemplo 6.0.4 Se quiere calcular la distancia que separa la cima de dos montanas.
Para ello, se fijan dos puntos P y () distantes entre si 50 m y que forman los angulos

que aparecen en la figura. ;Cudl es la distancia entre las dos cimas?.
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. Montania 1

Figura 6.6. Aplicacion dos montanas.

Solucion: Sean © = PB; y = AP y d = AB. Aplicando el Teorema del Seno al
triangulo BPQ:

. 130°
* = o0 O seax = m = 111,99 mts
sen 130°  sen 20° sen 20°
Similarmente:
Y 50 50 - sen 45°
= O = — = 83,66 mt
sen45°  sen 25° sea sen 25° oD s

Finalmente aplicando el Teorema del Coseno en el triangulo APB:

d* = 2° +y* — 2xy - cos 80° = (111,99)* + (83,66)* — 2 - 111,99 - (83,66) cos 80°

= 16355,27 — d = 127,88 mts

Ejemplo 6.0.5 Dos observadores colocados en las posiciones A y B y separados
entre si 2 km, miden simultdaneamente el angulo de elevacion de un globo meteo-
rologico, siendo las medidas de 40°y 70°, respectivamente. Determine la altura del

globo si éste se ubica justo sobre un punto del segmento de recta entre A y B.

Solucion:
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b 2 km :
Figura 6.7. Aplicacién de globos.
De los triangulos rectangulos: ACD y BCD, tenemos:
h h
tan70° = —
2—x T

(2—z)tan40° = h rtan70° = h

tan 40° =

Luego:
(2 —z)tan40° = z tan 70°
2tan40° — rtan 40° = x tan 70°
2tan40° = z tan 70° + x tan 40°

2tan40° = (tan 70° + tan 40°)x

~ 2tand40°
T tan 70° + tan 40°
(2)(0,84)
©(2,75) + (0,84)
1,68
r~ —
3,59

r~047Kms

Entonces:

Por tanto h = (0,47) - tan 70° = 1,29. Es decir la altura del globo es 1,4 kms.

Ejemplo 6.0.6 En muchos teléfonos celulares con GPS, una ubicacién aproximada

puede darse antes de que el GPS reciba la senal. Esto se hace mediante un proceso
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de triangulacién, que trabaja usando la distancia entre dos puntos conocidos. Su-
pongamos que hay dos torres de teléfonos celulares dentro de su rango, separadas
1828 metros a lo largo de una autopista recta que va de este a oeste, y usted sabe que
estd al norte de la autopista. Basado en el retraso de la senal, se puede determinar
que esta a 1540 metros de la primera torre, y 738 metros de la segunda. Determine
su posicion con relacion a la torre hacia el oeste y determine que tan lejos esta de

la autopista.

La siguiente gréfica ilustra el problema.

A 1828 mits B
Figura 6.8. Aplicacién GPS 1.

Solucion: Usando el Teorema del Coseno, se puede encontrar el angulo 6.
BC? = (AB)* + (AC)? — 2(AB)(AC) cos §

O sea : (738)? Q]@%@} Q]ﬁ%ﬁ%g — %%%%Q )(1828) cos

L e
Hego s o8 2(1828)(1540)

cosf = 0,918

Ahora bien usando este dngulo 6, y construyendo el tridngulo rectdngulo ADC (fig 6.9)

tenemos:
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A T D
Figura 6.9. Aplicacién GPS 2.

Luego : x = (1540) cos 0 = 141372 mts
Como (1540)? = 2% + ¢,
entonces y = /(1540)2 — (1413,72)2 = 610,73 mts

Por tanto la distancia de la ubicacion del teléfono celular a la torre occidental es

1 413,72 metros y la distancia a la autopista es 610,73 metros.

Ejemplo 6.0.7 Suponga que usted se encuentra en el punto A y las condiciones
del terreno impiden ir en linea recta de A hacia C, decide ir entonces por el camino

AB y luego BC'. ;Cual sera la distancia total que debe recorrer?.

Figura 6.10. Aplicacién terreno

Solucion

Se deben encontrar las medidas de los segmentos BA y BC.
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Usando el Teorema del Seno:

BC B AC
sen A sen B
Entonces:

BC B 140

sen30°  sen 120°
Luego

BC - 140 - sen 30

sen 120°

140 - 1
BC = 2 _ 80,83 mts

V3
2

Por otro lado para hallar la medida de BA se puede realizar un procedimiento

similar. Aunque como es un tridngulo equilatero los lados BA y BC' son congruentes.

BA B AC
senC sen B
Entonces
BA 140
sen30°  sen 120°
Luego
1
140 - 5
BA = = 80,83 mts
V3
2

Finalmente se suman las dos distancias BC + BA = 80,83 mts + 80,83 mts por

lo tanto la distancia que se debe recorrer es aproximadamente 162,66 metros.

Ejemplo 6.0.8 Dos observadores A y B miden el angulos de elevacién de un avion
que los sobrevuela a una altura constante. En cierto instante los angulos medidos
por Ay B son § = 60° y ¢ = 40°, respectivamente. Diez segundos més tarde, A
mide un angulo de elevacion o« = 110°. La distancia entre los dos observadores es de

1Km. ;A qué altura vuela el avién? ;Cudl es su velocidad?.

Solucion
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Br—p—AH———

Figura 6.11. Aplicacién avion 1.

Se tiene que:

h
r+1

Luego h = z - tan 60°; (x+1)tan40° = h

tan 60° = E tan 40° =
T

En consecuencia:

rtan60° = (z + 1) tan40°
z tan 60° = x tan 40° + tan 40°
z tan 60° — x tan 40° = tan 40°

z(tan 60° — tan 40°) = tan 40°

B tan 40°
v tan 60° — tan 40°
0,84
= =09
YT _o084

Asi que:
h = (0,94) - tan 60° ~ 1,62 km

Es decir el avién vuela a una altura aproximada de 1,62 km.
Para hallar el desplazamiento durante los diez segundos, se considera el triangulo
CAD, el cual determina otro tridangulo rectangulo CEA con angulo recto F, al

proyectar el punto C, sobre la recta de los observadores (fig 7.12).
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Figura 6.12. Aplicacién avién 2.

Entonces:

e — CE _ 162 km
an = =
EA Y
Asi que:
1,62 km
—= ? I~ k
YT tan 700 0,58 km

El desplazamiento es:

d~z+y~093km+ 0,58 km ~ 1,51 km = 1 510 m

Como la velocidad es igual a la distancia recorrida dividida por el tiempo deter-

minado se tiene que:
~ 1510m

10seg

=151 m/s

La velocidad del avién es de 151 m/s.



CONCLUSIONES

Teniendo en cuenta que el objetivo era realizar un material de estudio basado en
la semejanza de triangulos y la proporcionalidad el cual contribuyera al aprendizaje

de las funciones trigonométricas, se tiene que :

= Al utilizarse la geometria y por ende la proporcionalidad, semejanza de triangu-
los y demas conceptos preliminares, se logro presentar herramientas para el
calculo de razones trigonométricas de un angulo dado, en la demostraciéon de
identidades y la solucion de ecuaciones, y por el contrario acercarse a la re-
flexion e interaccion con conceptos que permitieran entender la variacion, el

comportamiento de las funciones trigonométricas y sus propiedades.

= Al utilizar como herramienta el circulo unitario fue posible realizar una ex-
tension de las funciones trigonométricas del primer cuadrante a los demas. Y

posteriormente lograr concebir estas como funciones de variable real.

= Mediante la construcciéon con regla y compés de las graficas de las funciones
trigonométricas fue posible comprender el porque de la representacién de las

mismas, y no limitarse a la simple tabulacién para el esbozo de estas.

= Se mostré las aplicaciones de las funciones trigonométricas dentro de las mis-
mas matematicas, en otras areas y en la vida real, demostrando la gran varie-

dad de usos que tiene este concepto en la cotidianidad.
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= Al modelar situaciones y dar soluciones a estas mediante conceptos trigo-

nométricos se invita al estudiante a apropiarse de la trigonometria.

Finalmente, aunque este Trabajo no fue aplicado en un estudio que permita conocer
los resultados, ha servido en nuestro ejercicio como docentes en grados como décimo
y undécimo. Demostrando ser un material que facilita el aprendizaje de las funciones

trigonométricas y sus propiedades.
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