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INTRODUCCION

Para nadie es un secreto que la mayoria de las personas desconocen casi todo sobre La Matemadtica
y que su relacién con ella se limita a las cuatro operaciones bésicas. Este distanciamiento contrasta
con la importancia que tiene y que ha tenido La Matemadtica durante toda su historia.

Desde las acciones primordiales como la produccién de alimentos, hasta las mas sofisticadas como
los viajes a la luna o los grandes estudios financieros, todo, absolutamente todo, estd de alguna
forma relacionado con La Matemadtica, aunque conscientemente no lo pensemos.

De la misma manera, cuando calculamos el limite, la derivada o la integral de una funcién
(que son los problemas comunes del Cdlculo actual) lo hacemos de una forma mecdnica, sin
analizar en muchas ocasiones las ideas fundamentales como lo son el infinito, las pendientes, las
dreas, los volumenes ... etc. y mucho menos de dénde vienen esas ideas, quienes las tuvieron,
céomo fue su evolucién o a quien o quienes atribuimos estos avances del célculo ;serd que el
crédito del desarrollo y la formalizacién del cdlculo debemos dérselo tinicamente a Newton
o Leibniz?; la respuesta es un NO gigantesco, pues sin desmeritar el trabajo de estos grandes
matemadticos, muchisimos otros también dieron formidables aportes (desconocidos por gran parte
de las personas) que permitieron el desarrollo de esta ciencia, y que también gracias a ellos el
trabajo de Newton o Leibniz fue posible; lo decia Newton, “si los hombres ven cada vez mas
lejos es porque pueden elevarse sobre los hombros de gigantes”, es decir, la inmensa historia de
la Matemadtica la debemos a un sin ntimero de brillantes pensadores, hombres y mujeres que
con su enorme contribucion lograron aportar en el desarrollo de esta magnifica ciencia dejando
con esto sus nombres grabados en la eternidad y en la historia. Dentro de éstos, “Los Griegos”,
nos dejaron contribuciones magnificas que atin hoy en dia son de gran utilidad para abordar
problemas Matemadticos. Thales de Mileto, Pitdgoras, Eudoxio, Euclides, Apolonio, Arquimedes,
son algunos de los grandes maestros griegos a los cuales debemos mucho, pero es a este ultimo
al que dedicaremos mads tiempo en nuestro estudio.

Mais alld del romanticismo del que las narraciones, mds o menos fantdsticas, han impregnado ala
figura de Arquimedes, interesa sobremanera a la Historia de la Ciencia y en particular a la Historia
de la Matematica, su enorme contribucién al engrandecimiento del patrimonio matemdtico de
su época en una triple vertiente, la de la propia ampliacién considerable de los conocimientos
matemadticos, la consolidacién del impecable procedimiento demostrativo y lo que desde el punto
de vista heuristico es todavia mds importante: la aplicacién de una metodologia nueva en el
alumbramiento del descubrimiento matematico.

De igual forma se le atribuye a Arquimedes la concepcion del Célculo infinitesimal, pues recientes
investigaciones en sus trabajos muestran que ya utilizaba el Infinito Real y no tinicamente el



10 Introduccién

Potencial como se creia; ademés empleaba en sus demostraciones nociones de Fisica que le daban
el toque de maravillosas, inusuales, pero a la vez criticadas por muchos que se regian con los
pensamientos filoséficos tradicionales.

Por tales motivos, el presente trabajo de grado pretende darle el reconocimiento que se merece
Arquimedes en el desarrollo de La Matematica Moderna. En éste se encontraran datos histéricos
acerca de su vida, de su trato con el infinito y los Infinitésimos y la evolucién de estos conceptos
hasta los Matemadticos modernos; ademas, tal vez sea lo mds importante, el METODO empleado
en sus demostraciones donde se evidencia la sentencia Cantoriana: “La esencia de la Matematica
es su libertad”. Se hace referencia, también, a las dificultades a las que sobrevivieron sus escritos
para poder difundir su legado en toda la humanidad; pasando por guerras, saqueos pero también
resistiendo a la evolucién de los formatos de escritura. Finalmente se presenta una demostraciéon
donde se muestra la metodologia utilizada por Arquimedes en sus trabajos; el drea del segmento
parabdlico.

De Arquimedes se conocen tres textos en donde recopilé todos sus trabajos e investigaciones,
Sobre la Esfera y el Cilindro, Sobre las Espirales, La Medida del Circulo, Sobre el equilibrio de
los Planos, Sobre los Cuerpos Flotantes, entre otros. Pero tal vez el més importante de estos libros
sea el conocido como “El Método”, pues en él Arquimedes mostraria todos los procedimientos y
metodologias utilizados durante sus trabajos, ademds de que lo habia retrasado durante mucho
tiempo debido a que los métodos ahi empleados no eran reconocidos, ni legitimados por los
cientificos de su época, entre ellos el uso del infinito.

Este texto se conoci6 gracias al fillogo danés Johan Ludwig Heiberg, quien lo descubri6 en el afio
1906 en el convento del Santo Sepulcro de Constantinopla y a quien se le debe gran parte de las
traducciones del libro, a pesar de la tecnologia limitada que tenia en su época (aunque muchas
partes del libro no fueron exploradas debido a su deterioro); pero luego desaparece nuevamente.

Finalmente en el afio 1998 reaparece nuevamente en Christie’s, casa de subastas en la ciudad de
Nueva York, donde se vendi6é el manuscrito perdido de Arquimedes (en dos millones doscientos
mil délares), procedente probablemente de un robo. Dafiados, incompletos, reescritos, los textos
y dibujos de Arquimedes fueron encontrados entre las paginas de un libro de oraciones de un
monje del siglo XIII. Gracias a la reconstruccién y conservaciéon del pergamino se ha podido
demostrar que el pensamiento de Arquimedes se adelant6 incluso al de Isaac Newton, Galileo,
Leibniz, Huygens, Fermat, Descartes.

Hemos puesto todo nuestro empefio en dejar claro que el sentido de este trabajo es mostrar
claramente la manera en la que Arquimedes trabajaba, yla enorme contribucién que esto significé
y ha significado para los Matemadticos posteriores ya que gracias a ello se logra entender la
importancia de Arquimedes en la Historia de la Matematica.

Cabe destacar que el presente trabajo tiene como eje fundamental el libro “EL CODIGO DE
ARQUIMEDES” de Reviel Netz profesor de ciencia antigua de la Universidad de Stanford y William
Noel curador del museo de Arte Walters de Baltimore, publicado originalmente en el Reino Unido
por Weidenfeld y Nicolson, en el afio 2007.



Objetivos Generales

OBJETIVOS

= Establecer los aportes de Arquimedes de Siracusa en el avance del pensamiento Matematico.

» Mostrar la historia e importancia del “METODO” de Arquimedes en la evolucién de la

Matematica Moderna.

Objetivos Especificos

Conocer la historia de Arquimedes y de su “METODO”.

Establecer el “METODO” de Arquimedes como antecesor al célculo de Newton y Leibniz.

Reconstruir, con base en el Método de Arquimedes, la demostracién del pro- blema Sobre la

Cuadratura de la Parabola.

Motivar mediante la Historia de la Matematica, el aprendizaje y buen uso de la misma.
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CAPITULO 1

EL METODO DE ARQUIMEDES

Arquimedes envi6 el texto del documento conocido como “EL METODO”, en forma de papiro, a su
amigo Eratéstenes

Arquimedes a Eratéstenes:
Saludos!

“Como se que eres una persona diligente y un excelente profesor de filosofia, y que estas muy
interesado en cualquier clase de investigacién matemadtica que pueda cruzarse en tu camino, se
me ocurrié que debia ser conveniente escribirte para comentarte acerca de cierto método
especial ...

... Imagino que habrd algunas personas de la generacién actual y de las generaciones futuras que
podran servirse de los métodos explicados aqui para descubrir otros teoremas que no hayan
caido en nuestras manos.”

1.1. Reseiia Historica

Muchos de los maravillosos textos de Arquimedes han sobrevivido, pero solo se le conocen algunos
fragmentos de su vida. Heracleides escribi6 su biografia, pero se ha perdido y hay que recurrir a
diversas fuentes antiguas de desigual fiabilidad para particularizar.

El dramaturgo bizantino Tzetzes refiere que Arquimedes murié a la edad de setenta y cinco afios;
puesto que murio en la caida de Siracusa, se deduce que nacié hacia 287 a. J. C. Del historiador
griego Diodoro aprendemos que estudié matemadticas en Alejandria; de Pappus, que escribié un
libro sobre mecdnica, sobre la construccién de esferas; de Cicerén, que construy6 una esfera que
imitaba el movimiento del sol, de la luna y los planetas (Cicerén afirma haber visto este planetario
en miniatura); de Luciano que incendi6 los barcos romanos mediante una disposicién de espejos
céncavos o cristales para quemar; de Ptolomeo, que hizo muchas observaciones astronémicas;
del fil6sofo romano Macrobio, que descubri6 la distancia de los planetas; de la historia de la
arquitectura, de Vitrubio, que en cierta ocasion corrié desnudo por las calles gritando “EUREKA”.
De Pappus también, procede la no menos famosa narracién segtin la cual Arquimedes, después
de haber resuelto el problema: “Mover un peso mediante una fuerza dada”, declaré triunfalmente:
“Dadme un punto de apoyo y podré mover la tierra”.

13



14 1.1. RESENA HISTORICA

Plutarco cuenta la dramadtica historia de la muerte de Arquimedes: “fue un final violento para lo
que habia sido, en apariencia, una vida tranquila y contemplativa”. La historia aparece como un
apartado en la biografia de Marcelo, un general romano que saqued6 Siracusa después de un sitio
de dos afios (Se dice que la resistencia se prolongé mucho debido a las maquinas militares que
Arquimedes diseni6 para defender la ciudad). Observando las curiosas paradojas de la historia:
la muerte de Arquimedes es conocida debido al interés de Plutarco por Marcelo; de Marcelo en
general se recuerda tan s6lo que uno de sus soldados asesin6 a Arquimedes ...

Tal vez la mejor forma de presentar a este hombre sea justamente con lo que nos dice él mismo en
la introduccién de uno de sus tratados, sobre las espirales. La introduccion se presenta en forma
de una carta dirigida a uno de sus colegas, Dositeo. Arquimedes comienza esa carta haciendo
referencia a las cartas que le habia enviado anteriormente; “recordaras que he propuesto varios
interrogantes matemadticos. Anuncie varios descubrimientos y le pedi a otros matemaéticos que
buscaran sus propias pruebas para esos descubrimientos. Bueno, (dice Arquimedes con tono
triunfal) jnadie lo hizo! Una vez mds. Es el momento de revelar un secreto: resulta que dos de
los descubrimientos anunciados estaban manipulados”. Para dar un ejemplo: Arquimedes habia

anunciado un “descubrimiento” de que, si se corta una esfera en dos segmentos, y sila razén de las
2

. a . . a . .
superficies es 2 entonces la razén de los volimenes es ﬁ.(Flgura de abajo).

Hay que hacer hincapié en que no hay ninguna
duda, basdndose en las pruebas internas presentes
en sus propios escritos, de que Arquimedes estaba
absolutamente al corriente, desde el comienzo,
de que esas dos afirmaciones eran falsas. No
es que estuviera intentando salvar su dignidad
de manera retroactiva: realmente habia enviado
cartas “manipuladas”, con la intencién de tender
una trampa a sus colegas matemadticos. De
acuerdo con sus propios dichos, lo hizo “para
que aquellos que afirman descubrirlo todo, sin

Gréfical presentar ninguna prueba propia, sea cuestionado
por haber probado lo imposible”.

Hay que aclarar que Arquimedes no tenia un carécter efusivo ni tampoco vehemente. “Inquieto” tal
vez, o mejor dicho “astuto”. No por nada los historiadores siguen debatiendo el significado preciso
de los descubrimientos de Arquimedes: El realmente queria confundir a sus lectores. Entonces,
probablemente hubiera disfrutado de la historia futura de sus escritos. Que el esfuerzo de leerlo
sea tan martirizante, tan dificil, es exactamente lo que él queria.

La manera en que la actividad cientifica se estructuraba en la época de Arquimedes era
radicalmente diferente de cualquier cosa que conozcamos. No habia universidades, empleos
ni publicaciones cientificas. Es cierto que aproximadamente un siglo antes de la muerte de
Arquimedes se fundaron varias “escuelas” en Atenas, pero éstas diferian también bastante de
las instituciones cientificas modernas. Eran mads parecidas a los clubes de la actualidad, donde
personas con ideas similares podian reunirse para debatir cuestiones de importancia para ellos
(generalmente, mas filoséficas que cientificas). En Alejandria, los reyes ptolemaicos establecieron
una gran biblioteca (y también otras bibliotecas), aunque esto tampoco formaba parte de una
entidad de investigacion, sino que era, simplemente un simbolo de prestigio y riqueza. Por aquel
entonces, simple y llanamente, no existian las profesiones de ciencia. Tampoco podia obtenerse
mucha gloria: después de todo, eran muy pocas las personas que podian leer (y entender) textos
cientificos. El verdadero camino a la gloria era la poesia (como en el resto del mundo pre moderno).



1.1. RESENA HISTORICA 15

Si alguien queria hacerse un nombre, o alcanzar algtn tipo de inmortalidad, escribia poemas. En
definitiva, eso era lo que todos lefan, comenzando en la més tierna infancia con La Iliada y La
Odisea, obras que practicamente todos sabian de memoria.

Entonces ;Cémo hacia alguien para convertirse en matematico? tendria que haber entrado a la
materia por casualidad (por ejemplo, gracias a su padre, en el caso de que este hubiera sido
astrénomo). Asi quedaba atrapado. De todas maneras, se trataba de una enfermedad muy rara.
Se puede calcular que en todo el periodo de la matemadtica antigua, aproximadamente entre 500 a.
C.yel 500 d. C, hubo como mucho, mil matemadticos en actividad, es decir, uno por afio.

Uno de ellos Euclides, quien se cree que escribi6 sus obras a comienzos del siglo III a. C, pero
ni siquiera él despertaba alta autoestima por parte de Arquimedes por tratarse de matematicas
“basicas”, pues este se dedicaba al estudio de la matemaética avanzada y escribia para personas con
mads conocimientos que los que podian encontrarse en el contenido de “los Elementos” de Euclides
y de esas personas debia haber muy pocas. Los partidarios de Arquimedes estaban integrados
como mucho, por algunas docenas de matemaéticos desperdigados por el mediterrdneo, muchos de
ellos aislados en sus pequefos pueblos, esperando con impaciencia la siguiente entrega de cartas
provenientes de Alejandria (que era el centro de intercambio).

Cuando en las obras de Arquimedes las introducciones comienzan con una carta escrita a un
individuo, se debe tomar literalmente. Se trataba realmente de cartas privadas, enviadas a las
personas de Alejandria que tenian los contactos necesarios para ampliar la difusiéon de sus
contenidos. Todo dependia de esta red de individuos. En las introducciones, Arquimedes se
lamenta por la muerte de su viejo amigo, Conén, importante astrénomo, “era el tinico que me
entendia...”, en la mayoria de las cartas de Arquimedes puede verse un acento de furor: no habia a
quién escribirle, no habia un lector lo suficientemente bueno. Con el tiempo, los habria: personajes
de la talla de Omar Khayyam, Leibniz, Galileo y Newton leerian a Arquimedes. Esos fueron
sus verdaderos lectores y fue a través de ellos como Arquimedes impact6 la Ciencia Moderna.
Seguramente sabia que estaba escribiendo para la posteridad.

Pero antes de que estos grandes personajes tuvieran acceso a tales escritos, estos pasaron por
muchos inconvenientes que amenazaron con destruir el legado Arquimediano y a la vez el avance
de la Matematica.

En abril de 1204 los soldados cristianos asignados a la mision de liberar a Jerusalén se detuvieron
antes de llegar a su destino para saquear Constantinopla una de las ciudades mds ricas de
Europa; se dice que esta ciudad tenia més libros que pobladores. Entre los tesoros saqueados se
encontraban algunos tratados de uno de los mejores matemaéticos del mundo antiguo (uno de los
mads grandes pensadores que hayan existido nunca). Fué precisamente él, quien determino el valor
aproximado de Pi, desarroll6 la teoria de Centros de Gravedad y se anticip6 en el desarrollo del
Célculo Integral mil ochocientos afios antes que Newton y Leibniz. Su nombre era Arquimedes.

A diferencia de los miles de libros que fueron destruidos durante el saqueo de la ciudad, tres libros
que contenian escritos de Arquimedes sobrevivieron; se les conocié como los codices'A, B y C. De
los dos primeros cédices se sabe que en 1881 un académico llamado Valentin Rose encontré un
manuscrito en la majestuosa biblioteca del vaticano; el autor era Guillermo de Moerbeke, un fraile
franciscano y muy buen traductor de textos griegos, incluso de varias obras de Arist6teles. Pero
ésta era una copia, traducida del griego al latin, de las obras de Arquimedes. El traductor terminé
de escribir el libro el martes 10 de diciembre de 1269. Dado que Guillermo habia sido designado

1Cédice es un documento con el formato de los libros modernos, de paginas separadas, unidas juntas por una costura
y encuadernadas. Aunque técnicamente cualquier libro moderno es un cddice, este término se utiliza sélo para libros
escritos a mano, manufacturado en el periodo que abarca desde finales de la Antigliedad Clésica hasta los inicios de la
Edad Media entre los siglos I-V d.d.C.
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capellan y penitenciario del Papa Clemente IV en Viterbo, Italia, en algiin momento de la década
de 1260, y ain estaba alli en 1271, es probable que tradujeralos tratados de Arquimedes en Viterbo.

Pero ;qué manuscritos tradujo Guillermo y dénde los obtuvo? Eran dos, y ambos estan incluidos
en el catdlogo de los manuscritos que pertenecian al Papa en 1311. Estos eran los manuscritos hoy
conocidos como cédices A y B. El cédice A era el manuscrito nimero 612; ni siquiera estaba en
buen estado en 1269, dado que habia perdido su cubierta; en el catdlogo, el c6dice estd registrado
como Angevino, esto probablemente significa que quien se lo entreg6 al Papa fue Carlos I de Anjou
después de la batalla de Benevento en el afio 1266; mientras que el cddice B era el nimero 608.

De modo que los cddices A y B terminaron en Italia. Pero el c6dice B no duré demasiado, no se
sabe nada de él desde 1311. Por otra parte, el codice A lleg6 a ser uno de los cédices mds buscados
del Renacimiento Italiano. En 1450 estaba en manos del Papa Nicolds V, quien encarg6 una nueva
traduccién a Jacobo de Cremona. En 1492, Lorenzo de Médici “el magnifico” envi6 a Poliziano (Su
secretario privado) a buscar textos que atin no estuvieran en su biblioteca; Piliziano encontr6 el
cddice A en la biblioteca de Giorgio Valla en Venecia, y encarg6 una copia del mismo; esta copia se
encuentra hoy dentro de la obra maestra arquitecténica de Miguel Angel, la Biblioteca Laurenciana
de Florencia. Tiempo después, Alberto Pio de Capri compr6 la biblioteca de Valla y cuando Pio
muri6 en 1531, el manuscrito quedé en posesién de su sobrino Rodolfo Pio, quien muri6 en 1564.
Desde entonces, nadie volvi6 a ver el cddice A. (En el c6dice C enfatizaremos més adelante).

Estos codices tienen algunos textos en comun: los tres contienen Sobre el Equilibrio de los
Planos (Donde estudia los centros de gravedad de figuras planas y condiciones de equilibrio de
la palanca).

El Ay el B contienen La Cuadratura de la Pardbola (Demuestra que: “Una seccion de pardbola
excede en un tercio al drea del tridngulo de igual base que la seccién y cuyo vértice es el de la
pardbola”).

El Ay el C tienen: Sobre la Esfera y el Cilindro (El resultado principal es que dados un cilindro
y una esfera inscrita en él, el volumen de la esfera es dos tercios del volumen del cilindro); La
Medida del Circulo (Donde encuentra la férmula para el drea de un circulo y en un prodigio de
célculo e ingenio para aquellos tiempos, consigue hacer una buena aproximacion del namero pi
inscribiendo y circunscribiendo poligonos de hasta 96 lados en una circunferencia. La acotacién

que encontr6 fue 3+ — < <3+ = Aproximadamente 3,140845... < 7w < 3,142857...) y Sobre las

Espirales (un estudio bastante complicado y original donde obtiene diversos resultados sobre las
espirales. Se cree que el objetivo que se perseguia era resolver alguno de los grandes problemas de
la época, como la cuadratura del circulo o la triseccién de un dngulo en comun).

El B y el C comparten Sobre los Cuerpos Flotantes (Estudio sobre hidrostética). Se cree que
descubri6 el principio de la hidrostética cuando estaba baindndose y pensando en el problema que
le habia propuesto el rey Hierén de Siracusa. Este habia encargado una corona de oro a un artesano
y sospechaba que habian sustituido parte del oro por plata. Sumergiendo la corona en agua pudo
determinar su volumen (el del agua desalojada) y conocido también su peso pudo demostrar que
el artesano intentaba enganar al rey. Cuando a Arquimedes se le ocurri6 la idea salié rdpidamente
de la bafiera exclamando: jEureka! jEureka! Que en griego significa “Lo encontré”)...

El cédice A es el Gnico testigo de Sobre Conoides y Esferoides (Estudio sobre las figuras
geométricas que se obtienen al hacer girar las conicas) y del Arenario (En el que distingue
claramente lo infinito de lo muy grande -contando los granos de arena que pueden caber en
el universo- y desarrolla un sistema de numeracién con el que se pueden representar tales
magnitudes).
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Finalmente el cédice C contenia dos extraordinarios escritos hechos por Arquimedes que no
figuraban en los cédices A o B, el revolucionario Método, donde da a conocer las bases en
las que se apoyan sus descubrimientos, como son la teoria de las razones y las proporciones
entre magnitudes geométricas y sobre todo el método de exhaucién de Eudoxo; y el entretenido
Stomachién.

Aunque maestros del renacimiento tales como da Vinci y Galileo conocieron las obras de
Arquimedes a través de copias de estos libros, ni Leonardo, ni Galileo, Newton y Leibniz conocieron
la existencia del tercer libro (cédice C), escrito por Arquimedes en un rollo de papiro?. El papiro
hizo su aparicién en Grecia hacia el siglo VII a. d. C, época en que naci6 la poesia lirica. Los griegos
llamaron a una hoja de papiro atin no escrita charta, en latin y en italiano “carta”; al rollo se le
llamo en latin volumen o liber. El papiro griego més antiguo es del siglo IV a.d.C. En esta ciudad
florecié un importante y bien organizado arte librario, cuyos productos también se exportaban al
extranjero. El copista y el vendedor de libros al principio fueron una misma persona; solamente a
partir del siglo V a.d.C, los comerciantes llamados “bibliopoli”, formaron un gremio independiente
que realizaba su trabajo en negocios abiertos al ptiblico, el local ademds de ser punto de venta, fue
lugar de encuentro de personas eruditas que se reunian para escuchar la lectura en voz alta, estas
personas tenian la tarea de la difusién del libro.

En Roma la utilizacién del papiro como soporte de la escritura era bastante méds comoda y
mads féacil de manejar que la corteza de arbol, los rollos de plomo y de tela, materias que los
romanos utilizaban desde hacia tiempo. Los volimenes destinados al comercio estaban escritos
por esclavos literati, llamados scriptores, amanuenses, librarii, antiquarii. Librarius significaba
“escritor de obras literarias”.

Por otro lado para conseguir copias mds correctas, y también porque el comercio de libros se
limitaba a las obras més buscadas, los romanos amantes del estudio tenfan en sus casas esclavos
literati encargados de copiar textos. En Roma eran miles los esclavos que se dedicaban a transcribir
cédices; El libro manuscrito se llama “cédice”. El rollo o volumen, que fue la primera forma del libro
en la civilizacién antigua del mundo occidental y en Oriente, entré en competencia con el codice
al principio de la era cristiana y posteriormente fue sustituido por este, es decir, el conjunto de
cuadernos formados al doblar una o més hojas y cosidos unos a otros. La etimologia de la palabra

es caudex, tronco de arbol o corteza.

El destino del cédice fue mads brillante que el del rollo. Son numerosos los interrogantes,
refiriéndonos a la técnica con la que los artesanos medievales confeccionaron el libro manuscrito
bajo forma de cédice con soporte de pergamino®. Segiin la tradicién, se atribuye a la biblioteca del
rey de Pérgamo el mérito de haber convertido en uso publico la utilizacién del pergamino como
soporte de escritura. Ya desde los tiempos antiguos se habia utilizado el cuero como soporte de
escritura y en varios paises utilizaron piel de animal, los egipcios, los judios, los asirios y los persas.
Pero solamente alrededor del siglo III a de C, se inici6 un nuevo tratamiento del cuero, de forma
que se adoptase mejor para recibir la escritura, tal innovacién sucedié en Pérgamo, por lo tanto
el pergamino es un “papel” de piel animal convertida en hojas aplanadas y lisas que permitian

2Papiro es una planta fibrosa que crece de manera abundante en las riveras del rio Nilo y los rollos de papiro eran
los articulos mads utilizados en el mediterrdneo antiguo por parte de los egipcios; para confeccionarlos se arrancaban
tiras de la parte baja de la planta y se las ubicada de manera horizontal, en paralelo, y apenas superpuestas. Luego se
colocaban otras tiras de manera perpendicular a las anteriores y se golpeaban con fuerza al conjunto de capas con una
masa para que se adhieran entre si.

3Pergamino es un material hecho a partir de la piel de una res u otros animales, especialmente fabricado para poder
escribir sobre él. La piel sigue un proceso de eliminacién del vello, adobado y estiramiento al final del cual se consiguen
las ldminas con las que se elabora un libro, una filacteria o los rollos que se conocian de la Antigiiedad. El origen de su
nombre es la ciudad de pérgamo.
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su utilizacién 6ptima como material de escritura; en Egipto se empleaban pieles de antilope o de
gacela para obtener pergaminos de mejor calidad.

A partir del siglo IV, al prevalecer definitivamente el pergamino sobre el papiro, el codex sustituy6
asi al rollo y desde entonces ha constituido la forma habitual del libro. Los escritos que no se
pasaban a estos nuevos soportes acababan deteriorandose y desapareciendo (Las dimensiones
de un cédice es decir, el formato, en la edad media se llamaban forma; los cédices se componian
de cuadernos y estos se subdividian en folios, hojas y paginas. Por el “cuaderno” se entendia un
fasciculo de hojas cosidas en un solo manojo, por “folio” 1a hoja doblada en dos y consistente en
cuatro carillas, por “pdgina”la mitad de la hoja es decir dos carillas y cuaderno un pliego de cuatro
folios).

El cddice C de Arquimedes fue una carta privada que envi6é a un amigo (Eratéstenes) en el siglo
III a.d. C; de hecho es absolutamente extraordinario que lo sepamos. Ademds podemos conocer
también las cosas que este hombre menciono en su carta, y hasta que aspecto tenia ésta.

La carta consistia en hojas de papiro enrolladas alrededor de un centro de madera (un rollo). Para
escribir en él, Arquimedes utilizaba una pluma de cafa y escribia solo de un lado de la hoja: del
lado en el que las tiras de papiro estaban colocadas de forma horizontal, es decir, a lo ancho.
Escribia en columnas angostas, no dejaba espacios entre las palabras y practicamente no habian
signos de puntuacién(al menos en la forma como los conocemos actualmente). Los diagramas,
que en su opinién formaban parte integral del texto, se encontraban ubicados entre las columnas
a continuacion del texto al que hacia referencia; por tales motivos, los escritos de Arquimedes eran
yson en la actualidad facil de reconocer, por su presentacién, orden, pero también por su dificultad
para interpretarlo.

Una vez que terminé de escribir la carta, Arquimedes la llev6 al puerto y se ocupo de que se
despachara a su destino. Estaba enviando su rollo, mediante una travesia maritima arriesgada, al
mismo lugar del que habia salido, Alejandria. Si conservé una copia de lo que envié (cosa que era
comun en su época) no hay rastros de ella. Tal vez haya perecido junto con el propio Arquimedes
en el sitio del afio 212 a.d. C, asi una vez que el navio zarpo del puerto, el destino de la carta dej6
de estar en sus manos. Esta no era una carta ordinaria ... era el Método de Arquimedes.

En la época de Eratostenes, Alejandria era una ciudad joven. Alejandro magno la habia fundado el
7 de abril del afio 331 a.d. C, y no paso mucho tiempo hasta que esta ciudad reemplaz6 a Menfis
como capital de Egipto. A partir del afio 305 a.d. C. comenz6 a gobernarla Ptolomeo I Soéter, de
ascendencia greco-macedonia, y la dinastia a la que dio origen gobernaria Egipto hasta el suicidio
de Cleopatra, en el afio 300 a.d. C. Alejandria bajo esta soberania se convirti6 en un gran centro
de cultura griega: para el afio 280 a.d. C. ya albergaba el templo de las musas, el primer museo del
mundo. Era alli donde Eratdstenes y otros eruditos pasaban sus dias, especulando sobre cuestiones
como la circunferencia de la tierra y, donde en ocasiones recibia cartas de su amigo Arquimedes.
La biblioteca del templo constituia la mayor coleccién de textos del mundo antiguo, puesto que
estaba registrado sistemdaticamente todo el conocimiento mundial que existia hasta ese momento.

Es muy probable que Eratdstenes hiciera copiar la carta; teniendo en cuenta la esperanza de
Arquimedes de que las generaciones posteriores leyeran el texto. La tinica razén por la que
sabemos que la carta lleg6é a su destino, es porque alguien la leyé en esa ciudad. En el siglo I
a.d. C. alguien recuper6 una copia de la carta. Esta persona se llamaba Herén. Herén escribié un
tratado llamado La Métrica en el que menciona El Método: el propio Arquimedes demuestra en
su método que si en un cubo se introducen dos cilindros cuyas bases son tangentes a las caras
del cubo, el segmento comun de los cilindros serd igual a dos tercios del cubo. Esto tiene utilidad
para las bovedas que se construyen de esta manera y aparentemente las bévedas era una de las
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especialidades de Her6n; aunque es digno mencionar que son tenues las pistas por las que se
rastrean a Arquimedes, de hecho de La métrica de Herdn, solo sobrevivié un manuscrito; se sitia
este personaje gracias a un eclipse de luna registrado en sus escritos, y que data del afio 62 d.d. C,
no hubo ningtin eclipse similar en los siglos anteriores y posteriores a esa fecha.

Aun con Her6n, Arquimedes se encuentra con una desventaja particular respecto a otros grandes
pensadores de la antigliedad: las obras de Homero, Platén y Euclides, quienes gozaron de
reconocimiento en su misma era por ser geniales ademds de imprescindibles, por lo que se recurria
a ellas con frecuencia y, llegado el momento, tambien se copiaron a c6dices. Al contrario, “las obras
de Arquimedes eran muy complicadas para ser imprescindibles”. Eran muy pocas las personas que
podian entenderlo. De hecho, su genialidad se volvié en su contra.

Pero la persona que hizo mds que ninguna otra por asegurar la supervivencia de los tratados de
Arquimedes durante este periodo decisivo se llamaba Eutocio. Eutocio naci6 en Ascal6n, Palestina
alrededor del afio 480 d.d.C. No se dedico tinicamente a leer los tratados, sino que los investigé en
profundidad y los explicé. Eutocio realizé extensos viajes a los principales centros de conocimiento
de la época, incluso a Alejandria, donde seguramente conocié a un maestro llamado Amonio.
Eutocio dedicé su primera obra sobre Arquimedes, un comentario Sobre la Esfera y el Cilindro I,
a Amonio. Luego realizo mds comentarios al respecto Sobre la Esfera y el Cilindro 1I, La Medida del
Circuloy Sobre el Equilibrio de los Planos. Eutocio tuvo que esforzarse mucho en la bisqueda de los
escritos de Arquimedes, por que no habia muchos disponibles. Los tratados de Eutocio sobreviven
junto a las obras de Arquimedes que comenta, y este es un punto muy importante. Eutocio vio
claramente las ventajas que los nuevos formatos traian y los explotd. Aparentemente, Eutocio
prepar6 una edicién de muchos de los tratados de Arquimedes junto con sus propios comentarios y
los hizo encuadernar entre tablas de madera. Podemos imaginarnos entonces que a partir del siglo
VI los tratados de Arquimedes se encontraban contenidos en un practico cédice de pergamino, a
salvo entre cubiertas de madera y en compaiiia de otros escritos de naturaleza similar.

Puede ser que la carta de Arquimedes haya reposado en un sitio comodo, aunque de ninguna
manera era seguro. Los tiempos estaban cambiando, y esos cambios no favorecieron a Arquimedes.
Una auna, las grandes ciudades del mundo antiguo en donde se encontraban las antiguas escuelas
del saber y los libros de los que ellas dependian sufrieron los saqueos de los invasores. Los godos
saquearon Roma en el afio 410, los persas saquearon Antioquia en el afio 540 y los eslavos Atenas
en el 580. Puede ser que en el siglo III d.d.C existieran muchas copias de las cartas de Arquimedes
fuera de Alejandria, pero para finales del siglo VI apenas quedaba alguna. En Alejandria las cosas
no eran mucho mejores. Alrededor del afio 270 de nuestra era, durante la guerra contra Zenobia,
el emperador Aurelio dafné gran parte del complejo palaciego en el que se encontraba el museo.
En el afio 391, Ted6filo, el arzobispo de Alejandria, saque6 el Serapeum, la biblioteca del museo. En
el afio 415 una turba de cristianos fanaticos descuartizé a la distinguida matemadtica Hipatia. Las
cartas de Arquimedes debian abandonar Alejandria antes de sufrir un destino similar. La pregunta
era ;hacia déonde correr? La tinica respuesta era Constantinopla. ..

Hace aproximadamente 700 afios, un monje necesitaba pergamino para un libro de oraciones
nuevas, tomo la copia del libro de Arquimedes, corté las paginas por la mitad, las giré 90 grados,
y raspo la superficie para eliminar la tinta, creando asi un palimpsesto (manuscrito que todavia
conserva huellas de otra escritura anterior en la misma superficie, pero borrada expresamente para
dar lugar a la que ahora existe) de escritura fresca hechas limpiando las mayores partes del texto y
finalmente escribi6 sus oraciones en las casi paginas limpias; hoy conocido como el Palimpsesto
de Arquimedes.

Trescientos aflos después se puede localizar nuevamente el palimpsesto en otro continente, el
asidtico, en la biblioteca del monasterio de San Sabas en Jerusalén. En 1834 habia mas de mil



20 1.1. RESENA HISTORICA

manuscritos en esta biblioteca uno de estos el palimpsesto de Arquimedes.

La tinica razén por la que se sabe que el palimpsesto de Arquimedes estuvo en San Sabas es
que, cuando un erudito griego llamado Papadopoulos-Kerameus describi6 el manuscrito en 1899,
dijo que dentro del libro habia un cuaternién agregado en el siglo XVI y que en una de esas
pdginas, en el folio 184, habia una inscripciéon que indicaba que el libro pertenecia al monasterio.
El manuscrito ya no tiene 184 folios, y esta inscripcién ya no existe. Es gracias a Papadopoulos-
Kerameus que sabemos c6mo el palimpsesto de Arquimedes sobrevivié a lo largo de los siglos. Ya
sea por los dafios que sufrié o porque sus oraciones dejaron de considerarse importantes, mientras
el manuscrito estuvo en San Sabas se perdieron aproximadamente 60 folios. Casi un tercio del
codice completo. La matemadtica no era una prioridad en San Sabas. El cédice de Arquimedes
estuvo en el monasterio durante al menos 300 afios. A diferencia de los textos de los cédices A y
B, el renacimiento y la revolucién cientifica desconocieron aquellos que solo estaban en el codice
C; de alguna forma, al igual que el homoénimo biblico del hermano Lézaro, el Arquimedes de El
Método y del Stomachiéon debia volver de la muerte. A comienzos del siglo XIX los manuscritos de
San Sabas se incorporaron nuevamente a la biblioteca del patriarcado griego, posiblemente por
descuido, debido a que en época de Pascuas los monjes se dirigen a Jerusalén, a la institucién de la
que dependian y es asi como regreso a la ciudad donde hace 700 afios habia nacido.

En 1907, Johan Ludwig Heiberg, un fil6logo danés, lo descubrié en una biblioteca de
Constantinopla. Se debe Comprender que la precariedad de estos textos era enorme. Pero
las matemadticas griegas han tenido la suerte de contar con un sabio danés, que buscéd
sistemdticamente en bibliotecas los restos del naufragio de las matemadticas cldsicas y
que encontr6 el palimpsesto en Estambul. Habia defendido su tesis doctoral (Quaestiones
Archimedeae) en 1872. El descubrimiento fue portada en el New York Times el 16 de julio
de 1907. Estaba asombrado al ver que el libro contiene textos previamente desconocidos de
Arquimedes. Estudi6 el libro en detalle, descifrando las letras débiles con un microscopio (aunque
no totalmente), sus esfuerzos llevaron a esta obra a la atencién de estudiosos de todo el mundo,
pero después de haber concluido su transcripcion, el libro desaparecié de nuevo.

Hacia 1938, todos los libros del metochion del santo sepulcro ya se habian trasladado a la biblioteca
Nacional de Grecia, en Atenas. Esto se llev) abiertamente ante los ojos de las autoridades Turcas,
que habian prohibido especificamente tales exportaciones. Esto era definitivamente mas seguro
para los libros que haber permanecido en el metochion, debido a que la vida alli se habia vuelto
dificil.

Hacia el final de la Primera Guerra Mundial, la presencia militar Inglesa y francesa en
Constantinopla apoyaba al sultdin de un mutilado imperio Turco: el hombre viejo de Europa.
Mustafa Kemal, quien luego se convertiria en Ataturk, abandoné la capital y se uni6 a los
nacionalistas turcos para fundar el Estado moderno en Turquia. En 1923, los aliados y el sultdan
fueron expulsados de Constantinopla. En el proceso, Ataturk derroté de manera categérica a los
griegos, quienes habian invadido precipitadamente Turquia en 1921. En un temprano ejemplo de
limpieza étnica, cientos de miles de griegos que vivian en Turquia fueron trasladados por la fuerza
a Grecia. Luego en 1925, Ataturk abolié las 6rdenes religiosas e hizo ahorcar al patriarca griego de
Constantinopla.

Fue dentro de esta atmosfera como los libros del metochion se trasladaron precipitadamente a
Atenas y seguramente este registro se hizo de una manera muy discreta. El velo de silencio que
rodeo a los manuscritos del metochion en las décadas de los veinte y los treinta debié resultar
demasiado tentador para alguien: el palimpsesto fue uno de los tantos manuscritos espectaculares
que nunca llegaron a Atenas.
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Finalmente en la década del 20 del siglo pasado Marie Louis Sirieix adquirié el libro y lo guardé
en su casa en paris. Sirieix habia servido como militar en Grecia y Turquia en esa época,
probablemente fue en ese momento cuando el manuscrito llegé a sus manos. Habia vivido en
paris, habia militado con honores en la Resistencia Francesa en la Segunda Guerra Mundial y habia
partido hacia el sur de Francia en 1947. Fue en ese momento cuando dej6 el palimpsesto al cuidado
de su hija Anne Guersan. Sirieix murié en 1956. Durante la década del setenta Anne comenzo6 a
analizar el libro que habia heredado. Busc6 consejo en el profesor Bollack, un vecino de Paris, y
en el profesor Wasserstein, de Leicester, y no fue hasta finales de 1970, cuando le dej6 algunas
hojas sueltas del codice al padre Joseph Paramelle en el Instituto de Investigacién y de Historia de
los Textos del Centro Nacional de Investigaciones Cientificas de Paris, cuando supo lo que tenia.
En 1971, lo llev6 al Etablissement Mallet para limpiarle las manchas de hongos de algunas de sus
paginas y asi poder preservarlo; luego decidié venderlo. En la década del 70 se confeccion6 un
pequefio folleto y se intent6 vender el cddice de manera privada y discreta al ofrecerlo a cierto
numero de particulares e instituciones; pero todos rehusaron. Anne Guersan finalmente se dirigié
a Felix de Marez Oyens, del departamento de manuscritos de Christies, donde el 29 de octubre de
1998 finalmente se vendio.

El comprador anénimo del libro financié un proyecto de investigaciéon enorme. En primer lugar, la
conservacion y restauracion intensiva por la condicién del propio libro. Luego, los investigadores
tomaron fotografias digitales del contenido en diferen- tes longitudes de onda de la luz, creando
una imagen multi-espectral que pudo ser manipulada para revelar el texto de Arquimedes.
En la mayoria de las péginas, estaban incluidos cuadros falsos sobre el texto, por lo que los
investigadores utilizaron imigenes de fluorescencia X-Ray para mirar debajo de las pinturas y
descifrar el texto oculto.

Dos de los textos escondidos en el libro de oraciones no han aparecido en ninguna otra copia de
trabajo de Arquimedes, de modo que nadie mds que Heiberg los habia estudiado hasta ahora. Uno
de ellos, titulado El Método, tiene un significado histdrico especial, porque se podria considerar la
primera obra conocida en el Célculo.

En el Método, Arquimedes estaba trabajando en una forma de calcular las 4reas y volimenes
de objetos con superficies curvas, que también fue uno de los problemas que mds motivaron a
Newton y Leibniz. Matematicos de la antigiiedad habian luchado durante mucho tiempo con el
problema de “la cuadratura del circulo”. Este problema resulté ser imposible de resolver utilizando
solo una regla y un compés, Gnicas herramientas fisicas empleadas por los antiguos griegos. Sin
embargo, Arquimedes elaboré maneras de calcular las dreas de muchas otras regiones curvas.
Esta y todas sus demostraciones estaban incluidas en el tan esperado Método, ya que Arquimedes
lo habia anunciado, pero lo habia retrasado debido a que los métodos ahi empleados no eran
reconocidos, ni legitimizados por los cientificos de su época, entre ellos el uso del infinito.
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CAPITULO 2

MATEMATICAS INFINITESIMALES

Uno de los resultados mads fuertes y conocidos de Arquimedes es LA CUADRATURA DE LA PARABOLA.
Para su hallazgo utiliza una estrategia muy interesante, que durante mucho tiempo fue el dolor de
cabeza de grandes matemadticos, El Infinito (Real), a través del uso de los infinitesimales.

Vulgarmente se utiliza la palabra infinito para denotar algo muy grande, ilimitado, o imposible de
contar. Pero el infinito va mas all4 de lo “muy grande” y de la posibilidad humana (temporal) de
contar. La nocién de infinito como idea de algo ilimitado o inalcanzable, ha sido una fuente de
confusion a través de la historia.

Perturbé a los antiguos griegos, quienes trataron intdtilmente de comprenderlo sometiendo el
infinito ala intuicién del sentido com1in, la cual, lamentablemente, estaba inspirada en un mundo
finito y, generalmente, los condujo a conclusiones contradictorias y paradéjicas, como la famosa
carrera donde Aquiles nunca alcanza a la tortuga (Paradoja de Zenon).

Para Platén y Pitdgoras el infinito es caos, el infinito carecia de medida. La voz “apeir6n” tal como

la emplea Anaximandro, significa “sin fin” o “sin limite”, y suele traducirse como “lo infinito”, “lo
y

indefinido”, “lo ilimitado”.

Laidea del infinito también fue rechazada por Aristételes y los escoldsticos, basados en las mismas
contradicciones que el concepto de infinito generaba. Uno de los tipicos argumentos dados en
contra del infinito era el conocido como la “aniquilacién de los nimeros”, segiin este argumento
los ntimeros finitos serian absorbidos por los nlimeros infinitos, es decir, para todo ntimero finito
a, a+oo =ooy de esta forma los niimeros infinitos aniquilaban a los nimeros finitos.

Aristételes también traté de enfrentar el problema del infinito a través de dos repre- sentaciones,
dos concepciones complementarias y cuya interaccién dialéctica ha influido en el propio
desarrollo de la matemadtica. El infinito como un proceso de crecimiento sin final (infinito
potencial) o de subdivision sin final y el infinito como una totalidad (infinito real).

Durante la Edad Media, la mayor parte de la matemaética relacionada con lo infinitamente grande
y lo infinitamente pequefio tomo la forma de un conjunto de especulaciones en torno a las ideas
de Platon y Arist6teles sobre la relacién entre punto y recta, la naturaleza de lo inconmensurable,
las paradojas de Zendn, la exis- tencia de lo indivisible, la potencialidad y actualidad de lo infinito.
Aunque en esta época, el debate sobre la naturaleza del infinito tomé connotaciones teoldgicas
mads que matemadticas, al considerarse el infinito como propiedad exclusiva de la majestad divina
de Dios. Esta controversia sobre el infinito se prolongé durante el Renacimiento y a principios
del siglo XVII llev6 a la hoguera, por obra de la Inquisicién y un traidor veneciano, al gran mago
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renacentista Giordano Bruno, quien predic6 un universo constituido por infinitos mundos.

Galileo con cierta ambigiiedad, rechazé la idea del infinito por ser paradéjica, ya que atentaba
contra la razén. Galileo llegd a esta conclusiéon después de observar que los puntos de dos
segmentos de recta de diferente longitud podian hacerse corresponder biunivocamente, es decir,
el infinito permitia que la parte fuera del mismo tamafio que el todo. Otro ejemplo muy utilizado
por Galileo, y popular por esa época, fue el del conjunto de los ntimeros cuadrados perfectos: el
conjunto de los cuadrados perfectos es apenas una parte del conjunto de los nimeros naturales,
sin embargo cada namero natural es la raiz cuadrada de un tinico nimero cuadrado.

1,2,3,4,5,6... ... ...,n
1,4,9,16,25,36... ... ...  n?

En el siglo XVII la ciencia moderna, representé un cambio paradigmaético de un mundo cerrado
a un universo infinito, (Koyré). A partir de este siglo se comienza a usar la curva lemniscata (co)
como simbolo del infinito. El matematico John Wallis (Ashford, 1616-Oxford, 1703), en su obra
Arithmetica Infinitorum, fue el primero en usar la lemniscata para representar el infinito.

Kant, en el siglo XIX, coincidia con Aristételes al sefialar que el limite absoluto es imposible en la
experiencia, es decir, nunca podemos llegar al infinito (real). Y el gran matemadtico Karl Friedrich
Gauss, en 1831, enfatizaba su protesta contra el uso del infinito como algo consumado:

“Protesto contra el uso de una cantidad infinita como una entidad actual; ésta nunca se puede
permitir en matemdtica. El infinito es sélo una forma de hablar, cuando en realidad deberiamos
hablar de limites a los cuales ciertas razones pueden aproximarse tanto como se desee, mientras
otras son permitidas crecer ilimitadamente’.

El tedlogo y matemadtico checo Bernhard Bolzano fue el primero en tratar de fundamentar la
nocién de infinito real. En su obra péstuma, Paradojas del infinito (1851), defendié la existencia de
un infinito real y enfatiz6 que el concepto de equivalencia entre dos conjuntos era aplicable tanto
a conjuntos finitos como infinitos. Bolzano acepté como algo normal que los conjuntos infinitos
fueran equivalentes a una parte de ellos mismos.

A finales del siglo XIX, George Cantor desarrolla una teoria formal sobre el infinito Real. Todos los
argumentos dados, sefiala Cantor, en contra del infinito han sido insensatos, ya que han tratado la
aritmética de los nimeros infinitos como una extension de la aritmética de los nimeros finitos.
Uno de los objetivos de su obra Grundlagen era demostrar que no habia ninguna razén para
aceptar las viejas ideas en contra del infinito real. Si los conjuntos infinitos se comportan de
manera diferente a los conjuntos finitos no quiere decir que estos sean inconsistentes, sino que
obedecen a una aritmética diferente.

Cantor demostrd, contra la famosa aniquilaciéon de lo finito por lo infinito, que los nimeros
infinitos eran susceptibles de ser modificados por los ntimeros finitos. Asi, la distincién de a,
a+ oo = oo demostraba, dentro de la teoria de los ntimeros transfinitos, que los nimeros finitos
podian ser sumados a los ntimeros infinitos sin ser aniquilados, También rechaz6 la distincién
aristotélica entre infinito real e infinito potencial, ya que todo infinito potencial presupone la
existencia de un infinito real.

Sin todos estos avances cientificos, Arquimedes en su época desarrollé6 métodos rigurosos de
tratar con el infinito, que atin hoy en dia se utilizan siguiendo el requerimiento de Arist6teles. Por
ejemplo, Arquimedes demostré que el 4rea de una seccién de pardbola es cuatro tercios del drea del
tridngulo en su interior (en rojo en el diagrama siguiente). Para ello, se construyé una figura cerrada
que es una aproximacion de la curva. Luego se demostr6 que podia hacerse una aproximaci6n al
drea de la curva tan cerca como se quisiera.
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Gréfica 2

Criticamente, nunca Arquimedes afirmé que por medio de tridngulos (afiadiendo siempre en los
espacios entre la curva y el triangulo), se podria hacer que la construccién de la linea recta sea
exactamente igual a la seccion de la pardbola. Eso requeriria un infinito real de tridngulos. En
cambio, se acaba de decir que se puede hacer la aproximacién tan buena como se guste, asi que se
trabaja con el infinito en potencia.

Los historiadores modernos y los matemadticos siempre han creido que Arquimedes trat6 los
infinitos, y se atuvo estrictamente a la clase potencial. Pero los descubrimientos recientes muestran
que Arquimedes de hecho us6 el concepto de infinito real.

Newton y Leibniz también trabajaron con el infinito real. Leibniz fue tan lejos como para decir en
una carta: “Estoy muy a favor del infinito real que, en lugar de admitir que la naturaleza aborrece,
como se suele decir, yo sostengo que la Naturaleza hace uso frecuente de todas partes, a fin de mostrar
mds eficazmente las perfecciones de su autor”.

Aun en la actualidad los filésofos siguen discutiendo sobre la legitimidad de la nocién de infinito
real, sin embargo, el método revela la originalidad y la audacia del pensamiento de Arquimedes,
y muestra que se anticip6 a algunas de las medidas audaces que més tarde daria lugar al pleno
desarrollo del Célculo.

Por lo tanto, se puede decir con total confianza que la tradicién cientifica europea es casi una
serie de notas a pie de pagina sobre la obra de Arquimedes. A modo de ejemplo, basta con
echar un vistazo a uno de los libros mads influyentes de la ciencia moderna, la obra de Galileo
Didlogos sobre dos nuevas Ciencias. Este libro se publicé en 1638. Para entonces, Arquimedes ya
llevaba exactamente mil ochocientos cincuenta afios de muerto, aun asi, todo el libro muestra
la deuda que Galileo tenia con Arquimedes. Bdsicamente, en su obra Galileo hace evolucionar
las ciencias de la estdtica (relacionada con cémo se comportan los objetos en reposo) y de la
dindmica (sobre c6mo se comportan los objetos en movimiento). En cuanto a la estética, sus
principales herramientas son los Centros de gravedad y la Ley del equilibrio. Galileo tomé prestados
ambos conceptos de Arquimedes de forma explicita sin dejar de expresar su admiracién. En
cuanto a la dindmica, las herramientas principales de Galileo son la Aproximacion de curvas y
las Proporciones de tiempos y movimientos. Ambos conceptos, también derivan directamente de
Arquimedes. No se cita con tanta frecuencia o reverencia, a ninguna otra autoridad de la ciencia.
Fundamentalmente, Galileo comenzé donde lo habia dejado Arquimedes y avanzé en la misma
direccién que su predecesor griego habia marcado. Esto no se aplica solo a Galileo, sino también
a otras grandes figuras de la comtinmente llamada “revolucioén cientifica”, como Leibniz, Huygens,
Fermat, Descartes y Newton, entre otros. Todos ellos fueron “hijos” de Arquimedes; con Newton,
la ciencia de la revolucién cientifica alcanzo la perfeccién de forma “Arquimediana”. Basandose en
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premisas puras y elegantes, y aplicando la geometria pura, Newton dej6 las leyes que gobiernan
al universo. Toda esta ciencia posterior es una consecuencia del deseo de generalizar los métodos
Newtonianos, es decir, Arquimedianos.

Los dos principios que los creadores de la ciencia moderna aprendieron de Arquimedes fueron:

Y Las Matematicas Infinitesimales.

Lo infinitesimal en matemadticas estd asociado con procesos infinitos en los cuales se involucran
cantidades o magnitudes “infinitamente pequefias” a las que se les ha dado, para efectos de
hacer célculos, tratamientos de entidades numéricas atin cuando su comportamiento contradice
el axioma de Arquimedes (uno de los principios que legitima la operacionalidad con los nimeros
reales).

Los métodos infinitesimales fueron introducidos por los griegos del siglo IV a.d.C. como recurso
auxiliar para buscar la solucién de cierto tipo de problemas tales como el calculo de areas de
regiones planas, calculo de longitudes de curvas o de “pedazos” (arcos) de ellas; volimenes de
solidos, momentos, centros de gravedad, calculo de tangentes, etc.

Es importante tener en cuenta que los matemadticos griegos eran conscientes de la inconsistencia
légica de los infinitesimales al contradecir el comportamiento natural de los nimeros en el aspecto
que siglos més tarde fue identificado como el axioma de Arquimedes para los ntimeros reales. En
tal sentido los resultados obtenidos mediante su aplicacién debian ser legitimados por medio de
demostraciones convincentes debido a su rigurosidad. Para tal efecto se recurria a demostraciones
de caracter geo- métrico o arazonamiento de tipo “Reduccién al Absurdo” cuando no se veia “facil”
un razonamiento geométrico o légico de manera directa.

Arquimedes distinguia perfectamente entre el empleo de los métodos infinitesimales como medio
de descubrimiento (en tal sentido los empleo) y su aplicacién como argumento demostrativo para
justificar la validez de los resultados obtenidos (lo cual descartaba por la falta de rigor légico
implicito tanto en la naturaleza de los “Infinitesimales”, pues ni lo “Infinitamente pequefio”, ni lo
“Infinitamente grande” eran aceptados, en el infinito real, por Arquimedes quien estaba de acuerdo
con las orientaciones de Arist6teles acerca del comportamiento contradictorio de los infinitesi-
males frente a las entidades numéricas usuales para la época) al punto que no hacia publico
los resultados asi obtenidos hasta dar de ellos una rigurosa demostracién ya fuera esta de tipo
geométrico o de cardcter légico. Precisamente, uno de los métodos geométricos de demostracion,
empleados por él, consistia en un proceso finito de restas sucesivas denominado, a partir del siglo
XVII, “Método de Exhaucion” del cual generalmente se hacia uso dentro de una argumentacién
por reduccién al absurdo. Sin lugar a dudas este método contenia indicios del concepto moderno
de limite.

Arquimedes queda para la historia no solo como uno de los mds grandes cientificos que ha
producido el género humano sino como el creador del “Anélisis Infinitesimal”, que asi debe
denominarse esta técnica que aplica los infinitesimales a la soluciéon de problemas geométricos
y fisicos, y precursor de todas las teorias (los indivisibles de Cavalieri, los momentos y fluxiones de
Newton, el diferencial de Leibniz, etc.) que concluyeron felizmente, en la creacion del Célculo.

% La aplicacién de los Modelos Matematicos al mundo fisico.

Gracias al palimpsesto de Arquimedes, ahora sabemos mucho mads acerca de estos dos aspectos;
Matematica, infinito, fisica: esta triple combinacién estd presente en todo momento a lo largo del
Método.
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Las Matematicas Infinitesimales y la aplicacién de los modelos Matemaéticos al mundo fisico estan
intimamente relacionadas. Esto se debe a que la realidad fisica consiste en pulsos infinitesimales
de fuerza que actian de manera instantdnea. En consecuencia, para determinar el resultado de la
interaccion de tales fuerzas se deben sumar una cantidad infinita de “Pulsos”, cada uno de los
cuales es infinitamente pequeno. Esto es sorprendente: tal vez se piense que las Matemadticas
Infinitesimales son una especie de quimera sin aplicacion practica (podemos llegar a pensar
que en el mundo que conocemos no vamos a enfrentarnos con el infinito), pero en realidad, las
Matematicas Infinitesimales son la herramienta mds poderosa y préctica que tiene la ciencia. Son
tan importantes que a veces se les llama simplemente “Célculo”. La ciencia moderna es, en pocas
palabras, la aplicacién de la Matematica al mundo fisico mediante el Célculo. Principalmente fue
Newton quien se vali6é del Cédlculo, de manera implicita, para determinar c6mo se comportan los
planetas, lo que tuvo un bello resultado y se convirtié en una inspiracién para la ciencia posterior.
Esto en definitiva, parti6 de la aplicacién de las ideas de Arquimedes. Por tales razones, Arquimedes
fue quien mds tuvo que ver con la conformacién del Célculo y dado que fue pionero en la aplicacién
de la Matematica al mundo fisico, resulta, que realmente la ciencia occidental es casi una serie de
notas a pie de pagina sobre la obra de Arquimedes.
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CAPITULO 3

APLICACION DEL METODO DE ARQUIMEDES

3.1. Elareadel segmento parabdlico

Para los griegos, los problemas geométricos de encontrar dreas de figuras regulares tales como
tridngulos, poligonos y circunferencias eran problemas a los que satisfactoriamente habian dado
solucién, pero se encontraron ante nuevos problemas, entre ellos, como hallar las dreas de aquellas
regiones que no estaban limitadas por figuras regulares; para ello Arquimedes hace uso de los
meétodos infinitesimales y sus geniales recursos fisico-geométricos. Uno de los que mds ha llamado
la atencién ha sido el de la cuadratura de la pardbola; se trata de hallar el drea de un segmento
de pardbola, es decir: Dado un segmento parabdlico ABC, su drea equivale a los % del drea del
tridngulo inscrito en el segmento, y con vertices A,B y C.

C

Gréfica 3

P 4.
Area del segmento parabdlico ABC = gArea AABC

Como parte fundamental de este trabajo, pretendemos hacer una reconstrucciéon detallada de
la demostracion hecha por Arquimedes en relacion con este problema, pues creemos que éste
ejemplifica la importancia de aquellos aportes hechos por estos grandes maestros de la Geometria,
ya que conjugando las herramientas de la época con recursos no legitimados por las comunidades
académicas, asociados con su genialidad, lograron encontrar importantes resultados que hoy por
hoy son de gran importancia en nuestros estudios.

Cabe destacar que algunos elementos bdésicos para la soluciéon del problema que Arquimedes
expres6 en la terminologia propia de la época, los interpretamos con recursos actuales del

29
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Célculo Diferencial y la Geometria Analitica para facilitar su comprensién. En relacién con las
partes “exéticas” de la demostracién hecha por Arquimedes, hemos procurado respetarlos en
lo fundamental. Pues se trata, precisamente, de recrear estos recursos metodolégicos como
referentes didacticos para orientar y estimular la creatividad en Matemética.

Para facilitar nuestro trabajo y presentar de manera explicita los resultados obtenidos, nos
apoyaremos de la siguiente construccion grafica.

Consideremos el segmento parabdlico ABC comprendido entre el segmento de recta AC y la
seccion parabdlica ABC, dividase AC por la mitad en D y tracese la recta perpendicular al
segmento AC en el punto D que corta a la seccion ABC en B. tradcense por los puntos Ay C las
rectas AZ paralela a BD y CZ tangente a la pardbola en C. tracense los segmentos AB y CB y
prolénguese este tiltimo hasta que corte a Z A en K, prolénguese CK hasta el punto T de tal forma
que KC seaigual a KT. Prolonguese el segmento BD hasta que corte a ZC en un punto E.

Z
T
K E
B
A D C

Gréfica 4

En relacion a la gréfica (4) debemos justificar los siguientes resultados:

(1). EB=BD
(2).ZK=KA y KB=BC

Para ello emplearemos recursos modernos que comprenden desde la ubicacién de la grafica en
un sistema coordenado cartesiano, para obtener su correspondiente ecuacion, hasta el uso de la
derivacién. En tal sentido, adecuamos la grafica (4) de tal forma que el segmento AC este contenido
en el semieje positivo de las X con el punto A en el origen de coordenadas y el segmento AZ estd
contenido en el semieje positivo de las Y . (ver gréfica 5)
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La pardbola que aparece en esta grafica, tiene por ecuacion:

donde p es la distancia focal y (h, k) las coordenadas del vertice.

A(0,0)

(x-h?=4p(y-k

X

Como (0,0), (a,0) pertenecen a la curva entonces:

(0—h)? =4p(0 - k), de donde h? = —4pk, asi que p =

AY
Z
K E
B(h, k)
D(5,0) C(a,0)
Grafica 5
hZ
T4k

Sabemos que en la ecuaciéon de la parabola el punto (%, k) son las coordenadas del vértice, en este
caso h =  ya que asi hemos hecho nuestra construccién.

Concluyendo de esta forma que la ecuacién buscada es: (x—%)2 = 4(—%)()/— k) o

. 2 a _ _ a a’ ‘4 _ 4k 2
equivalentemente x° — ax + 4 = -y + 4 o también y = -3 (x* — ax).

4 Ahora necesitamos encontrar la ecuacién de la recta tangente a la pardbola en el punto (a,0),

para esto usamos la interpretacién geométrica de la derivada.
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Siy= —2—’;()62 — ax) entonces y' = —‘;—’;(Zx -a)
Luego la pendiente de la recta tangente a la Pardbola en el punto (a, 0) sera:

¥ (a) = —2—’;(261 -a)= —i—’zca) = —4—; entonces la Pendiente es m = —%.

Reemplazando en la Ecuacién Punto Pendiente de la recta tenemos:

_ _4k _ _4k _
-0 =-E(x-a)=-Lx+4k=-4k(£-1)

4 Con estos recursos, ya estamos en condiciones de probar que BD = BE. En efecto:

2

BD=y(8)=-2((8)-a(8)) =2 (-5) =k
BE=DE-BD=y;(§)-k=(-%($)+4k)-k=2k-k=k

Por lo tanto:
BD=BE

Para probar que:

ZK = I(Ay KB =BC
Nos apoyaremos en la grafica (4). En efecto:

/\zkc~ \ EBC
Por el criterio (AAA) se prueba facilmente que: por lo tanto:

AKCA~ABCD

ZK _KC KC KA
EB_ BC Y BC BD

Y que:
ZK KA
EB  BD
yen consecuencia,
ZK EB _
KA BD
Luego:
ZK=KA

Ademas por semejanza de tridngulos tenemos que :
KB AD
BC DC
Como D es el punto medio de AC,

AD

DC

KB
por consiguiente BC - 1 entonces KB = BC.

¢ Continuando con nuestra demostracién y con base en la gréafica (4), considerese MQ una recta
paralela a ED que corta a ZC, KC y la pardbola en los puntos M, N y O respectivamente gréfica
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(6), con base en estas construcciones tenemos que:

AC M
MN=NQ y AC_MQ
AQ QO
En efecto:
T Z
M
K E
"
B
0]
A Q D C
Grafica 6
AMNC~ \EBC MN NQ MN EB
Como entonces —— =——, luego —=—=1
ANQc~ \BDC EB ~ BD NQ ~BD

y por lo tanto MN = NQ.

Con lo que probamos la primera parte de nuestra afirmacién. En cuanto la segunda:
Ya conocemos la ecuacién de la parabola que es:
=——((x"—ax
y )

y conocemos la ecuacion de la recta tangente en el punto (a, 0)

3 4k(x 2
V= p

Consideremos un valor m talque 0 < m < a. Sabiendo esto tenemos que para nuestro grafico (6):
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> Longitud del segmento AC = a
> Longitud del segmento AQ = m
> Longitud del segmento
MQ =y (m) = —%(m— a)
> Longitud del segmento
0Q=y(m)= —i—’zc(m2 —am)

Luego tenemos:

4k 4k
MQ= - (m-a) _ -~ (m-a) =i=£=A_C
0Q —‘;—f(mz—am) —4Z§"(m—a) 7oom o AQ
Entonces:
MQ AC
0Q AQ

Ademés teniendo en cuenta nuestra gréafica(6) de apoyo podemos afirmar lo siguiente:

KC AC
KN AQ

Lo cual se evidencia por la semejanza de los triangulos AKCy QNC.

Finalmente de los tridngulos ABCY AZC podemos decir que:
p 1.
AreaA ABC = ZArea AAZC

En efecto:

(AC.AK)

AreaAAKC: 5

Pero se sabe que AK = %ZA, luego:

(AC.(3ZA))

AreaAAKC: 5

p 1 (AC.ZA
AreaAAKC = —.g
2 2
. 1.
AreaAAKC = EAreaAAZC
Ahora:

(AC.BD)

AreaAABC = 5
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Por semejanza de tridngulos tenemos que:

KA AC
BD DC
Pero
1
DC=-AC
2
AC=2DC
Entonces:
KA 2DC
BD DC
1
BD=-KA
2
Luego:
) (AC.(3 K A))
AreaAABC =— 2 "7
2
p 1 (AC.KA
AreaAABC = —.g
2 2

AreaAABC = %AreaAAKC

Finalmente tenemos lo siguiente:

. 1.
AreaAAKC = EAreaAAZC
. 1.
AreaAABC = EAreaAAKC
Area /\ ABC = l(lAreaAAZC)
22
. 1 .
Area /\ ABC= " Area\ AZC

Es en esta ultima parte de la demostracién, donde se evidencia la genialidad de Arquimedes
utilizando su METODO para la solucién de problemas.

Siguiendo con ésta, ahora lo que hacemos es tomar el segmento OQ y lo transportamos, de manera
imaginaria, a una nueva posicion U H de modo que su punto medio es ahora T ubicado al final de
lalinea KC que hemos extendido (algo asi como silo colgaramos alli de su punto medio) (ver grafica
7).
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A Q D C

Grafica 7

Finalmente, todo lo que valga para OQ tambien debe ser valido para U H. Estos despues de todo
son iguales, entonces de la siguiente proporcién ya demostrada:

MQ TK
0Q KN
tenemos:
MQ TK
UH KN

Ahora imaginemos las lineas MQ y UH apoyadas sobre un balancin (linea TN) cuyo fulcro se
encuentra en el punto K, estas lineas las trataremos como si fueran objetos fisicos que tienen un
peso que asociamos con su longitud. Ademas las dos lineas tienen centros de gravedad que, por su
puesto, estaran en su centro exacto es decir en Ny T respectivamente.

Teniendo en cuenta que:

MQ TK
UH KN
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Apliquemos ahora la ley de la palanca y deduscamos la misma observacion magnifica que hizo
Arquimedes: las dos lineas M Q y U H se equilibran tomando a K como su fulcro.

MQ-KN=UH-TK

Es preciso aclarar que el principio fisico de equilibrio conocido como la Ley de la Palanca de
Arquimedes, consiste en considerar dos cuerpos cuyos pesos denominados w; y w, colocados
a unas distancias d; y d» respectivamente, del punto de apoyo o fulcro, de tal forma que la balanza
se equilibre. Esto se expresa de la siguiente forma:

aw, = d,Ww,

4o A 4

Fulcro
Grafica 8

Entonces no importa cual sea la linea paralela que elijamos al azar esto siempre sera asi. Las
proporciones cambiaran pero seran respectivamente proporcionales, en otras palabras cada linea
paralela dentro del tridngulo /\ AZC se equilibra con el segmento parabdlico en lineas paralelas y
cada vez que realizamos un corte encontramos el mismo equilibrio en el mismo fulcro de modo
que cuando tomamos el tridngulo en su totalidad y el segmento parabdlico entero, ambos deben
obedecer a la misma ley de las palancas: todo el tridngulo y todo el segmento se equilibran al igual
que sus secciones en el punto denominado como fulcro.

“El tridngulo como un todo se equilibra con la pardbola como un todo, siendo K el fulcro”.

Ahora sabemos que el centro de gravedad del segmento parabdlico esta en T pues la linea paralela
tras linea paralela fue transladada haciendo a T como su centro, entonces si cada linea tiene su
centro en T todas tomadas en conjunto tambien lo tendran alli.

Sabemos por geometria plana que el centro de gravedad de un tridngulo esta en el punto que se
encuentra a un tercio de la longitud de una de sus medianas, para nuestro caso como el centro
de gravedad se encuentra a un tercio de la longitud de KC pero %K C= %K T pues KC = KT, es
decir, que la distancia del centro de gravedad del tridngulo desde el fulcro K es % de la distancia del
centro de gravedad del segmento parabdlico respecto al mismo punto K, el segmento parabdlico
se encuentra tres veces mas lejos del fulcro K que el tridngulo, luego el tridngulo debe tener 3 veces
el peso del segmento parabdlico por lo cual el drea del segmento parabdlico es:

AreaAAZC =3 Area del segmento parabélico ABC

Pero ya habiamos demostrado antes el siguiente resultado
. 1.
AreaAABC = ZAreaAAZC

AreaAAZC = 4AreaAABC
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Por transitividad
3 Area del segmento parabélico ABC= 4 Area A ABC

- 4 .
Area del segmento parabdlico ABC= gArea A ABC.



cAPITULO 4

CONCLUSIONES

= Arquimedes de Siracusa es uno de los grandes maestros de la antigiiedad, ya que sus
contribuciones no solo sirvieron para encontrar solucién a problemas de su época, sino
también, fueron la herramienta que usaron matemadticos posteriores para descubrimientos
que aportaron al desarrollo de la Mateméatica moderna.

= En el “METODO” se evidencia la genialidad de Arquimedes al unir el uso de los
infinitesimales y el tratamiento de las figuras geométricas como objetos fisicos para la
solucién de problemas.

= El estudio de la historia de la Matemadtica nos ayuda a comprender los elementos
fundamentales sobre los cuales se han desarrollado diversas ramas de la Matematica.

= El Proyecto de Grado nos sirve para reforzar todos los conocimientos adquiridos durante la
carrera y para analizar el origen de los mismos.
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