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RESUMEN DEL CONTENIDO: (Maximo 250 palabras)

En este trabajo se presentan los hallazgos relevantes sobre el avance en la comprension matematica del
concepto de funcidn de los futuros docentes de matematicas que participaron en la implementacion de una
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realizar tratamientos y conversiones en y entre registros semiéticos de representacién. El enfoque utilizado
para la investigaciéon fue cualitativo, se analizd el discurso de los estudiantes, las interacciones con el
ambiente virtual, con sus pares y con el docente, y las respuestas que dieron a las actividades de tratamiento
y conversién de representaciones semiéticas. Como resultados relevantes en el estudio, se encontré que, a
pesar de que la herramienta desarrollada favorecié el desarrollo de la comprensidn matematica del
estudiante sobre el concepto, no fue consistente en todos los participantes. Ademas, las preferencias de los
estudiantes por el uso de ciertos registros por encima de otros, limita sus capacidades para convertir
representaciones, lo que limita su comprensidn. Varios de los resultados llevan a considerar la necesidad de
vincular practicas tradicionales de manipulacidn de representaciones en conjunto con las que se median con
la tecnologia.

ABSTRACT: (Mdaximo 250 palabras)

This paper presents the relevant findings on the progress in the mathematical understanding of the concept
of function of future mathematics teachers who participated in the implementation of a didactic proposal
based on a Virtual Learning Environment. This tool was designed to integrate different semiotic
representations of the concept, in addition to involving the theoretical, practical, and evaluative elements
that were related to learning the concept. To determine the level of understanding of the students, it was
conceived in accordance with the theory of semiotic representations, which implies that the student
understands the concept worked on, based on their abilities and skills to carry out treatments and
conversions in and between semiotic registers of representation. The approach used for the research was
qualitative, the students' discourse was analyzed, as well as their interactions with the virtual environment,
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with their peers and with the teacher, and the responses they gave to the activities of treatment and
conversion of semiotic representations. As relevant results in the study, it was found that, despite the fact
that the developed tool favored the development of the student's mathematical understanding of the
concept, it was not consistent in all the participants. In addition, students' preferences for the use of certain
registers over others limit their abilities to convert representations, which limits their understanding. Several
of the results lead us to consider the need to link traditional practices of manipulation of representations
together with those that are mediated with technology
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CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este capitulo se aborda la problemaética principal de estudio la cual se fundamenta en los
resultados obtenidos en las pruebas saber, particularmente en el &rea de las matematicas, de
los estudiantes colombianos que finalizan sus estudios de bachillerato e ingresan a la
universidad. En particular, se realiza un acercamiento a la problemética local en el
departamento del Huila, fundamentada en la revisién de las practicas pedagdgicas sugeridas
por los Lineamentos Curriculares del Ministerio de Educacioén Nacional. En tal sentido, se
analizan y describen las falencias de los estudiantes en cuanto a la comprension de los
conceptos matematicos. Por ultimo, se definen los objetivos a alcanzar, las metas que se

marcan para el proceso y las preguntas que guiaran la investigacion.

1.1. Introduccion
Dentro de las matematicas en general existen conceptos que son transversales en cada una de
las ramas de este conocimiento. NUmero, variable, polinomio y funciones, por nombrar
algunos, son elementos que se utilizan desde la aritmética hasta el andlisis, del algebra a la
topologia, de la teoria de nimeros a la teoria de grafos por lo que es de suma importancia
alcanzar un dominio suficiente de estos fundamentos a lo largo de la formacion de los
estudiantes. En particular, las funciones matematicas son herramientas de gran flexibilidad
que permiten conectar de manera natural fendmenos de la vida real (Hernandez, et al, 2021);
contextos que no parecen estar relacionados con las matematicas pueden verse modelados a
través de funciones, cada cual mas compleja segun el conjunto de variables que intervengan.
Es posible encontrar el uso de funciones matematicas en cada ciencia que se revise:

resulta obvia su presencia en la fisica, quimica o demas ciencias naturales, pero también es



posible ver la implementacion de las funciones en la sociologia, como el trabajo de Burt
(2012a, 2012b), quien por medio de funciones establece una distribucion de posicionamiento
en sistemas de redes maltiples dentro de una topologia social, definiendo asi la estratificacion
y el prestigio como conceptos derivados de modelos matematicos. Sin ir mas lejos, las
técnicas estadisticas y las mediciones psicométricas se basan en el uso de funciones, las
relaciones funcionales y los sistemas de funciones (Borja, 2015).

Estas cuestiones dejan ver que, sea cual sea la profesion que un sujeto elija, el dominio
sobre las funciones matematicas tendra un papel y resulta preferible que las domine. Esto
tiene un aliciente cuando la decisidn del sujeto es ser docente de matematicas, pues el
dominio del concepto pasa de ser preferible a crucial. Las funciones fundamentan el trabajo
que los estudiantes realizaran desde el comienzo de su carrera, pues en su formacion tendran
que pasar por diferentes Calculos, Andlisis y Geometrias, en donde los procesos basicos son
a su vez fundamentados por las funciones (Eves, 1997).

Es por esto que el objeto matematico elegido para este trabajo es el concepto de
funcién, principalmente en el nivel de profundidad que se ensefia en la universidad, en un
programa de formacion de docentes: la Licenciatura en Matematicas en la Universidad
Surcolombiana. La intencion serd aprovechar las bondades de la tecnologia y abordar el
concepto dentro de un ambiente virtual de aprendizaje; se pretende que, a través de la
aplicacion de teorias sobre el proceso de comprensién matematica, lograr el dominio del
concepto en quienes empiezan su formacion como docentes.

Sin embargo, primero es menester analizar la situacion en la que se encuentran los
estudiantes que salen de su formacion de bachillerato e ingresan a la universidad, pues con

ello se puede tener una fotografia del estado actual del desarrollo del conocimiento



matematico y, de esta manera, determinar la existencia de una problematica y concretar la

pertinencia del trabajo desarrollado.

1.2. Conocimiento Matematico Evidenciado por los Estudiantes Colombianos

No resulta inapropiado anticipar la existencia de una problematica en cuanto al dominio del
concepto de funcion de parte de los estudiantes que terminan su bachillerato y empiezan la
universidad si se considera que esta tematica se aborda en profundidad hasta el grado décimo
y el grado once, los dos ultimos afios de educacion de bachillerato en Colombia, como se
vera en la seccion destinada para ello (Seccion 1.3).

Sin embargo, para dar una idea del estado actual del conocimiento de los estudiantes,
resulta conveniente hablar de algunos elementos de referencia internacional como las pruebas
PISA y de orden nacional como las pruebas Saber 11.

1.2.1. Panorama Internacional, Nacional y Local

La Organizacién para la Cooperacion y el Desarrollo Econémico (OCDE), con el fin
de determinar el nivel de adquisicion de conocimientos y competencias (que ellos consideran
fundamentales para la participacion de manera completa en la sociedad) de los estudiantes
de 15 afos de los paises miembros, entre ellos Colombia, realiza una evaluacion cada tres
afios denominada Programa para la Evaluacion Internacional de Alumnos (PISA por sus
siglas en inglés Programme for International Student Assessment). El ultimo del cual se
tienen resultados a la fecha de la escritura de este trabajo fue el de 2018.

La prueba evalia conocimientos en tres areas fundamentales: la lectura, las
matematicas y las ciencias. En ella participan alrededor de 9000 estudiantes de instituciones
tanto oficiales como privadas y de sectores urbanos y rurales. Entre los items que se utilizan

para evaluar en esta prueba se encuentran algunos de respuesta abierta, en donde el estudiante



debe construir un escrito para responder; otros mas en donde la respuesta, aunque también es
abierta, en este caso debe ser corta, como solicitar un dato en especifico; también se incluyen
preguntas de seleccion multiple con Unica y multiple respuesta (CA, 2022).

Colombia lleva participando en la prueba PISA desde el 2006 y su ultima participacion
es en el 2022, sin embargo, para esta Gltima los resultados saldran hasta 2023, por esta razon
aqui se consideran los de 2018. En este afio, la prueba PISA se enfocd en “evaluar la
capacidad para formular, usar e interpretar las matematicas en una variedad de contextos.
[...]” (OCDE, 2019, p. 104).

En la prueba de matematicas, los estudiantes Colombianos obtuvieron 62 puntos de
desempefio, lo cual, teniendo como referencia los 88 que son el promedio de la OCDE,
evidencia una gran falencia. En la Figura 1 se observa cémo Colombia se ubica en los Gltimos
puestos de la tabla, teniendo a mas del 60% de los estudiantes participantes de la prueba en
el nivel 1 o de menor desemperio. Estos resultados son desalentadores y, considerando todas
las participaciones que ha tenido a lo largo de los afios, lo es aln mas, pues estos se han
mantenido en el mismo rango, sin apenas avanzar (Borrero, 2020; Castro, 2021).

Si bien es cierto los resultados de la prueba PISA no caracterizan a los estudiantes
Colombianos en su totalidad, es un indicador que permite ver, hasta una cierta medida, que
existen rezagos educativos en las matematicas, en comparacion con el resto de los paises
miembros de esta organizacion. De igual manera, el puntaje obtenido por Colombia en
matematicas a nivel general fue 391, lo cual, si se considera que el promedio de la OCDE es

de 489, sigue siendo considerablemente bajo (Figura 2).



Figura 1
Seccidn de resultados de desempefio donde se ubica Colombia en Prueba PISA.
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Figura 2.
Promedio global de Colombia en las tres asignaturas evaluados en PISA.
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Lo mencionado antes en relacion con el concepto de funcion, el hecho de que es
transversal y que es indispensable para procesos de modelacion de fendmenos de la vida real
y situaciones cotidianas nos permite considerar que la mejora en su fundamentacion cuando
se forman los futuros profesores puede influir positivamente en la formacion de futuras
generaciones cuando ejerzan su profesion. Consideramos que los datos presentados
anteriormente sirven como un punto de referencia para sefialar la necesidad de formar en
profundidad a los futuros docentes.

Ahora bien, a nivel nacional, en Colombia, como parte del plan de inspeccién y
vigilancia de la educacion, se implementan diversos exdmenes en diferentes niveles, que
obedecen ciclos propedéuticos de la educacion obligatoria (primaria, secundaria,
bachillerato). En este caso, como resulta de interés analizar los resultados de los estudiantes
que finalizan su bachillerato, se tomard como referencia la prueba denominada Saber 11,
aplicada por el Instituto Colombiano para la Evaluacion de la Educacion (Icfes).

El Icfes realiza la prueba Saber 11 dos veces por afio: en marzo y en septiembre, la
presentan los estudiantes en cada institucion del pais que quiera participar y es obligatoria
para todas las instituciones de caracter oficial. En el afio siguiente a cada par de pruebas, el
Icfes presenta su Informe Nacional de Resultados; para las fechas en las que se escribe el
presente documento, se cuenta con el informe del afio 2021 y se tomaran estos datos como
referencia.

La prueba en cuestién evalia competencias de los estudiantes en Lectura Critica,
Matematicas, Ciencias Sociales y Ciudadania, Ciencias Naturales e Inglés. En el caso de
matematicas, la prueba aborda los temas establecidos en los estdndares basicos de desempefio

que posee el MEN vy se estructura en un conjunto de 25 preguntas de seleccion multiple con



unica respuesta en los cuales se aborda la aritmética, algebra, trigonometria, estadistica y
geometria.

En el 2021, los resultados de los estudiantes colombianos se mantuvieron en el mismo
promedio aproximadamente que han obtenido en los cuatro afios anteriores, 51 puntos
(Figura 3), sin embargo, si se observa con detalle este resultado, en la grafica que ofrece el
Icfes en su informe, se puede observar que el 50% de los estudiantes apenas si alcanza el
nivel 1y 2 de rendimiento (Figura 4), lo cual es un gran porcentaje que indica una falencia
significativa en el desarrollo del conocimiento matematico de los estudiantes Colombianos.

Como se menciono anteriormente, si bien es cierto que la prueba PISA no representa a
la totalidad de estudiantes Colombianos, la prueba Saber 11 del Icfes, por su caracter censal
abarca un ndmero mucho mas amplio, y ratifica este resultado desalentador de bajo

desempefio.

Figura 3.
Resultados promedios de matematicas prueba Saber 11.
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Nota. Tomado de Icfes (2022, p. 25).

Este indicador, aunque diferente en metodologia y objetivo, muestra una situacion
similar en los resultados, lo cual ratifica el hecho de que existe un problema en el desarrollo

de los conocimientos de los estudiantes.



Figura 4.
Distribucion de puntajes de matematicas pruebas Saber 11 por niveles.
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Nota. Tomado de Icfes (2022, p. 25)

En este sentido, como el aprendizaje esta estrechamente relacionado con la ensefianza,
queda claro que existe una problematica en la formacion de los estudiantes en el area de
matematicas de la que no se escapa la educacion superior, por lo que deben buscarse formas
de influir positivamente en el proceso. Por lo anteriormente expuesto se destaca la pertinencia
del presente trabajo, si bien es cierto que no se busca la mejora de las practicas de los docentes
en ejercicio, si se pretende trabajar con las generaciones futuras de docentes, es decir,
empezar a influir desde la formacion inicial de los docentes, en este caso particular, debido
a las condiciones y limitaciones propias de esta investigacion, se hara en principalmente en
el concepto de funciones, pues la comprension matematica de este objeto puede abonar al
desarrollo de los demés debido a su transversalidad.

Por otro lado, en el contexto regional del Huila, también es posible encontrar datos al
respecto del desempefio de los estudiantes en la prueba estandarizada Saber 11, y asi observar
coémo se ha llevado a cabo y hasta donde se ha logrado en la adquisicién de conocimientos

matematicos. Para ello, se utilizan los datos de la pagina del Gobierno Nacional Datos



Abiertos, en la seccion de Resultados Icfes por Desempefio, filtrando por el departamento del
Huila. Con esto se puede construir una distribucion del rendimiento igual a la que se presenta
a nivel Nacional tal como se ve en la Figura 5. Si bien es cierto que en los datos a nivel local
se observa una mejora en cuanto al porcentaje del desempefio en los niveles 3 y 4, ain hay

mas del 33% de los estudiantes que so6lo alcanzan el nivel 1y 2 en el area de matematicas.

Figura 5.
Distribucion de resultados de matemaéticas prueba Saber 11 en el Huila.
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Nota. Elaboracion propia con datos de Datos Abiertos (2022).

Con esto se refuerza la necesidad de incidir en el proceso educativo de los estudiantes
en el &rea de matematicas. Particularmente, en este trabajo, se busca influir positivamente en
la mejora del proceso educativo en matematicas al abordar la comprensién matematica de los
futuros docentes en el concepto transversal de funcién. Logrando un dominio del objeto en
cuestion y teniendo éste como caracteristica tener presencia en mdultiples ramas de las
matematicas, se pretende abonar a su futuro desempefio como docentes y que a su vez estos

impulsen el desarrollo y adquisicion de conocimientos de sus futuros estudiantes.



1.3. Lineamientos Curriculares del Ministerio de Educacion Nacional

Estos documentos emanados del Ministerio de Educacion Nacional de Colombia (MEN),
fungen como marco de referencia para la educacion y a partir de ellos se construyen los
Estandares Bésicos de Competencia (EBC), editados por dltima vez en el 2006, y los
Derechos Bésicos de Aprendizaje (DBA), publicados en el 2016. Debido a que se pretende
establecer la relevancia de que el docente de matematicas domine el concepto de funcion, se
tomaré referencia de los dos documentos oficiales para observar con claridad la presencia de
éste en el curriculum.

Empezando por los EBC (MEN, 2006), es posible ver referencias a las funciones en
los estandares de octavo a noveno, apareciendo por primera vez en el bloque de Pensamiento
Variacional y Sistemas Algebraicos y Analiticos, de igual manera en los estdndares de
décimo a undécimo, dentro del bloque de Pensamiento Espacial y Sistemas Geométricos y el
mismo bloque que los afios anteriores. En la Tabla 1 se organizan los estandares que incluyen

el concepto de funcidon dentro de su definicion.

Tabla 1.
Funciones dentro de los Estdndares Basicos de Competencia.
Afo Blogue Estdndar
e Modelo Situaciones de variacion con funciones
polinédmicas.

Pensamiento e ldentifico la rg!acién entre los cambios en los parémetros de

Octavo a Variacional y :a repre;gntauoln alge,l})_ralca de lIJna familia de funciones y
Noveno Sistemas Algebraicos 05 camblos en fas graficas que, as represen_tan.

y Analiticos e Analizoen representaciones graflcas_cartesmnas,k_)s
comportamientos de cambio de funciones especificas
pertenecientes a familias de funciones polinémicas,
racionales, exponenciales y logaritmicas.

)Ijesnissfiénnl]zr;to Espacial e Describoy n_10de|o fenémenos pe_zriédico§ d_el mundo real

Geometricos usando relaciones y funciones trigonométricas.

Décimo a Pensamiento e Interpreto la nocion de derivada como razén de cambio y

Undécimo Variacional y como valor de la pendiente de la tangente a una curva 'y
Sistemas lgetricos 5010 ftodos prs el s s de e
y Analiticos y

matematicos




e Analizo las relaciones y propiedades entre las expresiones
algebraicas y las graficas de funciones polinémicas y
racionales y de sus derivadas.

e Modelo situaciones de variacion periodica con funciones
trigonométricas e interpreto y utilizo sus derivadas.

Nota. Adaptado de MEN (2006).

Se observa que la presencia de las funciones en el marco curricular nacional es escasa,
ya que solo aparecen en 7 estandares a lo largo de los afios de octavo, noveno, décimo y
undécimo. La narrativa en estos estandares se centra en el manejo de representaciones
algebraicas y graficas, dejando de lado representaciones verbales, figurales, tabulares y por
supuesto, las dindmicas no se mencionan. Las funciones aparecen solamente en contextos de
modelacion de fendbmenos y derivacidn, pero no se describen caracteristicas especificas como
que puedan ser inyectivas, sobreyectivas o biyectivas. Estas falencias se acentdan ain mas
en los DBA como se ve a continuacion.

En los DBA (MEN, 2016), si bien también empieza su presencia desde el mismo grado
octavo y estan presentes hasta grado undécimo, lo que se espera del estudiante se plantea de
una forma mas basica, aunque se encuentran mas elementos descritos por afio que relacionan
el concepto de funcion con diferentes procesos. En la Tabla 2 puede verse los DBA que se

describen y estan relacionados con el concepto de funcion.

Tabla 2.
Funciones en los Derechos Basicos de Aprendizaje
Afio Derecho Basico de Aprendizaje
e Propone relaciones o modelos funcionales entre variables e identifica y analiza
Octavo pro_pi_edades de covariacion entre varjfsl_bles, en contextos numéricos,_geométricos y
cotidianos y las representa mediante gréficas (cartesianas de puntos, continuas, formadas
por segmentos, etc.).
Noveno Determ_ina y describe relaciones al comparar caracteristicas de graficas y expresiones
algebraicas o funciones.
e Reconoce la relacion funcional entre variables asociadas a problemas.
e Comprende y utiliza funciones para modelar fendmenos periddicos y justifica las
soluciones.
Décimo e Reconoce algunas aplicaciones de las funciones trigonométricas en el estudio de

fendmenos diversos.
e Relaciona caracteristicas algebraicas de las funciones, sus graficas y procesos de
aproximacion sucesiva.




e Resuelve problemas mediante el uso de las propiedades de las funciones y usa
representaciones tabulares, graficas y algebraicas para estudiar la variacion, la tendencia
numérica y las razones de cambio entre magnitudes.

e Utiliza e interpreta la derivada para resolver problemas relacionados con la variacion y la
razon de cambio de funciones que involucran magnitudes.

e Interpreta la nocion de derivada como razon de cambio y como valor de la pendiente de la
tangente a una curva y desarrolla métodos para hallar las derivadas de algunas funciones
bésicas en contextos matematicos.

Usa propiedades y modelos funcionales para analizar situaciones y para establecer
relaciones funcionales entre variables.

e Encuentra derivadas de funciones, reconoce sus propiedades y las utiliza para resolver
problemas.

e Calcula derivadas de funciones.

Nota. Adaptado de MEN (2016).

Undécimo

Se puede notar que ya tienen mayor presencia las diferentes representaciones del
concepto, aparecen las tabulares que en los estandares no estaban y también se plantean mas
escenarios en los cuales las funciones son requeridas. Si bien este curriculum nacional es
propuesto por el MEN como un marco de referencia, las instituciones educativas, con su
autonomia consignada en el articulo 87 de la ley 115 de 1994 y el articulo 17 del decreto
1860 del mismo afio, pueden definir, crear y expedir cualquier aspecto de sus manuales de
convivencia, reglamentos escolares o curriculum, pueden incluir mas elementos o disminuir
los de referencia, haciendo imposible una revision general de la presencia del concepto de
funcién. Por lo tanto, si bien se puede considerar como una referencia, debe tenerse en cuenta
que los elementos aqui citados son de caréacter flexible.

En cualquier caso, lo que se ha presentado da muestra una vez mas de la necesidad
existente del dominio de los futuros docentes sobre el concepto de funcion. En sus hipotéticas
futuras clases, los docentes en formacion tendran que ser capaces de ensefiar a sus estudiantes
coémo se definen las funciones, como se implementan, qué caracteristicas poseen, cdmo estan
involucradas en los procesos de modelacion, qué representaciones utilizan, qué tipo de

operaciones pueden realizar, etc., es decir, deben abarcar la totalidad de la comprension del



concepto matematico de funcién, lo que implica que ellos mismos deben alcanzar la

comprension de este concepto.

1.4. Dificultades en las Ensefianza de las Matematicas

Como se ha descrito, las matematicas pueden considerarse como una materia que suele
plantear retos significativos tanto para los estudiantes como para los educadores (Weiss et
al., 2019). Para muchos estudiantes, las matematicas son dificiles de entender y de aprender
debido a su naturaleza abstracta y a su lenguaje simbélico que a menudo puede parecer ajeno
y confuso (Gusdorf y Megias, 2019). Los profesores, por su parte, enfrentan el desafio de
hacer las matemaéticas accesibles y comprensibles, lo cual puede ser especialmente dificil
cuando se trata de conceptos complejos como el de funcién.

De manera general, en el proceso de ensefianza de las matematicas, pueden aparecer
diversas dificultades ligadas a varias caracteristicas:

Naturaleza abstracta

Las matematicas, por su naturaleza, se enfocan en ideas abstractas y conceptos que a
menudo no tienen una representacion fisica directa en el mundo real (Lorenzato, 2015). Esta
abstraccion permite a las matematicas ser una herramienta universal, aplicable en una amplia
variedad de contextos. Sin embargo, también puede hacer que sea dificil para los estudiantes
comprender y apreciar plenamente. Por ejemplo, un nimero es un concepto abstracto.
Podemos tener cinco manzanas o cinco lapices, pero "cinco™ en si mismo es una idea, un
concepto que no puedes tocar ni ver en un sentido fisico. A pesar de que a los nifios se les
ensefa a entender estos conceptos a través de objetos fisicos, eventualmente deben hacer la
transicion a comprender los numeros y las operaciones matematicas de una forma mas

abstracta, sin la necesidad de objetos fisicos. Algo similar ocurre con conceptos mas



avanzados como los de las ecuaciones, las variables, las derivadas, las integrales, o las
funciones, por mencionar solo algunos (Zapata, 2020). Todos ellos son constructos abstractos
que permiten describir y resolver problemas complejos, pero que no tienen una existencia
fisica concreta. Esto es particularmente desafiante para los estudiantes que aprenden mejor a
través de experiencias concretas y tangibles.

A diferencia de disciplinas como la biologia o la geografia, donde los estudiantes
pueden observar directamente los fenGmenos que estan estudiando o interactuar con ellos de
alguna manera, en matematicas los estudiantes deben trabajar con conceptos e ideas que
existen solo en el ambito del pensamiento y el razonamiento (Porlan, 2018). Para ayudar a
los estudiantes a comprender estos conceptos abstractos, los maestros a menudo usan
analogias, modelos y visualizaciones. Por ejemplo, pueden usar graficos para representar
funciones, o pueden usar objetos fisicos para demostrar las operaciones aritméticas. Sin
embargo, incluso con estas herramientas, la abstraccion inherente de las matematicas puede
seguir siendo un desafio para muchos estudiantes.

Dificultad de los conceptos

Los conceptos matematicos, como se ha mencionado anteriormente, a menudo tienen
una esencia abstracta y compleja. Pero algunos conceptos van mas alla de esa abstraccion y
presentan desafios inherentes que pueden ser dificiles de superar para los estudiantes. Un
ejemplo es el concepto de limites en célculo, que implica acercarse a un valor especifico de
una manera que puede parecer contraintuitiva. Otro ejemplo es el concepto de infinito, que
puede ser extremadamente dificil de comprender plenamente dado que contradice nuestra
experiencia cotidiana del mundo (Bejarano y Paez, 2022). Al enfrentarse a tales conceptos,
los estudiantes pueden sentir que se les pide que comprendan algo que parece estar mas alla

de su alcance cognitivo.



Esta percepcion de inaccesibilidad puede llevar a los estudiantes a experimentar
frustracion y desanimo, especialmente si sienten que no estan progresando en su comprension
a pesar de sus mejores esfuerzos (Gamboa, 2014). En muchos casos, los estudiantes pueden
comenzar a dudar de su propia capacidad para aprender matematicas, y pueden empezar a
creer que simplemente "no son buenos para las matematicas”. Esta mentalidad puede ser
perjudicial para su autoestima y motivacion, y puede disminuir su compromiso con la
materia, llevandolos a evitar las matematicas en la medida de lo posible.

Ansiedad matematica

La ansiedad matematica es un fendmeno bien documentado que afecta a muchos
estudiantes. Esta ansiedad puede manifestarse de muchas formas, desde una ligera inquietud
0 incomodidad al abordar problemas matematicos hasta un miedo extremo que puede
provocar evitacion total de cualquier tarea relacionada con las matematicas (Yanuarto et al.,
2019). Este miedo puede ser causado por una serie de factores, como experiencias negativas
previas con las matematicas, falta de confianza en las habilidades matematicas propias,
presidn social o estereotipos negativos sobre las matematicas.

Cuando los estudiantes experimentan ansiedad, su capacidad para procesar
informacién y resolver problemas puede verse seriamente afectada. La ansiedad puede
distraer la atencion de un estudiante, dificultando la concentracion en los problemas
matematicos y disminuyendo la capacidad de recordar y aplicar conceptos y procedimientos
matematicos (Rojas et al., 2017). Ademas, el miedo a las matematicas puede hacer que los
estudiantes eviten las matematicas siempre que sea posible, lo cual limita su exposicién y

practica, obstaculizando aln mas su progreso.



Ensefianza tradicional

La ensefianza de las matematicas ha evolucionado significativamente a lo largo del
tiempo. Sin embargo, en muchos contextos educativos, las técnicas de ensefianza
tradicionales, que a menudo implican la transmision directa de conocimientos del profesor al
estudiante y la memorizacion de férmulas y reglas, todavia son comunes (Capera et al.,
2022). Estas técnicas pueden ser efectivas para algunos estudiantes, pero no necesariamente
para todos. Los estudiantes tienen diferentes estilos de aprendizaje y pueden beneficiarse de
diferentes enfoques de ensefianza (Zapatera, 2020). Por ejemplo, algunos estudiantes pueden
aprender mejor mediante métodos visuales, mientras que otros pueden aprender mejor a
través de la manipulacion fisica de objetos o a través de la resolucion de problemas del mundo
real.

La ensefianza centrada en la memorizacion puede ser especialmente problematica para
los estudiantes que no aprenden mejor de esta manera. Aunque la memorizacién de ciertas
formulas y reglas puede ser Util en ciertos casos, este enfoque puede hacer que los estudiantes
pierdan de vista el significado subyacente y el razonamiento detras de estas férmulas y reglas.
En lugar de entender realmente los conceptos matematicos, los estudiantes pueden terminar
simplemente recordando una serie de pasos sin entender por qué esos pasos son validos o
cuando aplicarlos (Alsina, 2020). Ademas, este enfoque puede hacer que las matematicas
parezcan una serie de trucos desconectados en lugar de una disciplina coherente y I6gica. Por
lo tanto, es crucial que los profesores de matematicas utilicen una variedad de estrategias de
ensefianza para atender a los diferentes estilos de aprendizaje de los estudiantes y para

promover una comprensién profunda de los conceptos matematicos.



1.4.1. Dificultades en la Ensefianza del Concepto de Funcion

Al hablar especificamente del concepto de funcion, este es uno de los pilares
fundamentales en el estudio de las matematicas, pero también uno de los que mas dificultades
presenta tanto para su ensefianza como para su aprendizaje (Campeon et al., 2018). Algunas
de las dificultades especificas estan relacionadas nuevamente con la abstraccion, el lenguaje
que se utiliza cuando se ensefia, la falta estrategias usadas que propicien la visualizacién del
concepto y la descontextualizacién del contenido.

El concepto de funcion puede ser dificil de entender para algunos estudiantes porque
requiere un alto nivel de abstraccion. Una funcién es una relacién especial entre dos
conjuntos de numeros donde a cada numero del primer conjunto (el dominio) se le asigna
exactamente un namero del segundo conjunto (el rango). Los estudiantes a menudo luchan
por comprender esta idea abstracta. Ademas, existe una problematica relacionada con la
notacion y el lenguaje que se utiliza para las funciones (por ejemplo, f(x)) puede resultar
confusa para los estudiantes.

Como se mencionaba, otra caracteristica que puede dificultar el aprendizaje de las
funciones es el hecho de que, a pesar de que se pueden representar visualmente como gréaficos
en un plano cartesiano, esto es suficiente, se requiere de estrategias que exploten esta virtud,
como la geometria dindmica, sin embargo, muchas de las practicas de los docentes no
incluyen esta alternativa como eje central de su ensefianza, aun cuando se han demostrado
ampliamente sus bondades (Ziatdinov y Valles, 2022).

Por altimo, otro aspecto relevante a mencionar de la ensefianza del concepto de funcion
y que genera problematicas en el aprendizaje de éste, es la descontextualizacion del
contenido. La forma de darle contexto a los objetos matematicos y aterrizarlos, es por medio

de las aplicaciones. Si el docente no utiliza las aplicaciones del concepto para el desarrollo



de su praxis, los estudiantes lucharan por entender como se implementan en situaciones
reales, lo cual puede hacer que parezcan irrelevantes y esto puede desalentarlos a aprender
mas sobre ellas (Bueno et al., 2020).

En resumen, la ensefianza de las matematicas, y del concepto de funcion en particular,
presenta varias dificultades. Los profesores pueden superar estos desafios utilizando una
variedad de estrategias, como la ensefianza diferenciada, la incorporacién de ejemplos del
mundo real, y la utilizacion de representaciones visuales y manipulativas para ayudar a los

estudiantes a entender los conceptos abstractos.

1.5. La Mejora de la Comprension y los Resultados

Los datos que se han presentado anteriormente nos invitan a reflexionar y a mejorar nuestras
practicas docentes para incidir positivamente en el desarrollo de los conocimientos
matematicos de los estudiantes colombianos, particularmente los de la region del Huila.

La preocupacion por la mejora de la comprension de los conceptos por parte de los
estudiantes y sus resultados ya se viene dando desde la comunidad académica, motivada por
la existencia de la relacion entre el desarrollo de los municipios de Colombia y la puntuacion
que se ha obtenido historicamente en matematicas, Mora y Estrada (2020) hablan sobre esto
y analizan el impacto que tiene. Debido a la transcendencia que tienen las matematicas para
la vida de los ciudadanos en términos generales, el pobre desarrollo de estos conocimientos
lleva consigo a un pobre desenvolvimiento de la actividad empresarial, el progreso de la
industria se ve disminuido y el alcance y acceso de las personas a situaciones laborales de
gran rentabilidad se ve limitado.

Esta situacion ha motivado el desarrollo de actividades alternativas que buscan

intervenir el proceso educativo de los jovenes, de los profesores en servicio y de los docentes



en formacion. Erazo (2018) trabajo con los escolares en la generacion de mejores habitos de
estudio, se enfoco, en términos generales, en la economia de fichas, técnica conductista de
condicionamiento operante, en la cual se promovian y reforzaban actitudes por medio de
premios. Gonzalez y Diaz (2018), se acercaron a la realidad del docente de matematicas y
trataron de mejorar su desempefio para incidir en los resultados por medio del trabajo en
comunidades de aprendizaje, el desarrollo profesional situado y la mejora continua de la
practica pedagdgica. Pineda, et al (2019), buscaron mejorar la formacion inicial de docentes
de matematicas analizando la forma en la que se planificaban las clases y trataron de que los
futuros docentes se fijaran mas en las necesidades de sus estudiantes.

En el caso de la presente investigacion, el enfoque que se busca, como se ha
mencionado, es mejorar el nivel de comprension de los futuros docentes en el concepto de
funciones matematicas. El abordaje de este objeto matematico, al considerarlo como
transversal, versatil y presente en todas las ramas, permitiria abonar a futuro al desarrollo de
los docentes en formacidn, lo cual implicara, una vez estos estén en servicio, una posible
mejora de sus practicas de ensefianza con lo cual se podria propiciar el desarrollo y
adquisicion de conocimientos matematicos en sus futuros estudiantes, mejorando asi el
desemperio actualmente mermado.

Como los trabajos de Martinez et al (2021) y Calder6n-Zambrano et al (2018), se
buscard un enfoque en el cual la tecnologia sea fundamental, pues los resultados que se
obtienen cuando esta se implementa de manera correcta suelen ser prominentes. Se pretende
entonces generar un ambiente virtual de aprendizaje para abordar las funciones como
concepto transversal y lograr que se llegue a esa comprension matematica del objeto que

permita al docente en formacion desenvolverse eficazmente en su desarrollo.



Pero el abordaje debe ser consistente con lo que se pretende y una forma para lograr el
nivel de comprension matematica del concepto es a través de las denominadas
representaciones semidticas (Osorio y Nesterova, 2018). Por medio de los procesos de
tratamiento y conversion de representaciones semioticas entre registros de representacion, se
puede manipular el concepto de funcion y alcanzar tanto la noesis como la semiosis
necesarias para llegar al dominio del objeto matematico, para lograr la comprension
matematica objetivo (Galindo, et al, 2020). Es ésta la fundamentacién tedrica de la presente
investigacion con la que se pretende alcanzar lo planteado y asi favorecer indirectamente en
el bajo desempefio de las futuras generaciones por medio del avance en la formacién de los

futuros docentes.

1.6. Problema de Investigacion

Con el fin de sintetizar lo descrito hasta el momento, se puede englobar que la problematica
que motiva esta investigacion es el bajo desempefio de los estudiantes en matematicas, el
cual depende directamente de su proceso de ensefianza y éste a su vez de la formacion que
hayan adquirido sus docentes.

Asi las cosas, se busca en este trabajo intervenir el proceso educativo de los futuros
docentes, especificamente en el concepto de funcion, pues se considera que es clave y
transversal a todas las ramas de las matematicas y otras ciencias. La intervencion se realiza
aprovechando la tecnologia debido a sus bondades, creando para ello un entorno virtual de
aprendizaje en el cual se utilizan diversas representaciones semidticas del concepto, con lo
cual se tratara de lograr que realicen procesos de tratamiento y conversion entre registros

para generar la comprension matematica del objeto en cuestion.



Si tuviera que escribirse como una pregunta, el problema de investigacion se centraria
en el desarrollo de la comprension del concepto de funcion y seria:

¢Un ambiente virtual de aprendizaje basado en el tratamiento y conversion de
representaciones semidticas permite alcanzar la comprension matematica del concepto de
funcion en futuros docentes de matematicas?

Ademas, para ejemplificar las relaciones establecidas entre las causas, el problema y

las consecuencias, se realiza en la Figura 6 un arbol que permite exponerlo.

Figura 6.
Arbol del problema.

- - Problema g N

*Métodos de Ensefianza *Bajo desempefio

Inadecuados académico, en pruebas
sDificultad inherente de las Pobre adquisicion de nacionales
conceptos matematicos. conocimientos internacionales
*Nulo uso de estrategias que matemdticos. *Aprendizaje inadecuado de
con tecnologfa. los conceptos matematicos

sAnsiedad e Inseguridad

AN . AN

Nota. Elaboracion Propia.

Al disponer de una pobre adquisicion de conocimientos matematicos esto repercute en
que los estudiantes alcancen bajos resultados en las pruebas nacionales e internacionales, lo
cual puede producir escenarios de ansiedad e inseguridad, pues son choques de realidad en
los cuales se reflexiona al respecto del tiempo desperdiciado durante su formacion académica
de primaria y secundaria. La mejora de su proceso educativo no sélo puede influir en sus
resultados sobre pruebas estandarizadas, sino también en su propia percepcion, sus

sensaciones de logro y avance, y su autoestima.



1.7. Justificacion

Aunque a lo largo del escrito se ha expuesto la necesidad de intervenir el proceso educativo
de los futuros docentes en pro del mejoramiento de su comprension con el fin Gltimo a futuro
de influir en la mejora de los resultados de sus hipotéticos estudiantes, en esta seccion se hara
un esfuerzo por argumentar mas sobre los elementos especificos de la propuesta como lo es
el uso de ambientes virtuales y las representaciones semidticas.

Desde Herrera (2006) pueden ser considerados los ambientes virtuales de aprendizaje
como una herramienta efectiva para el desarrollo de conocimientos de los estudiantes. El
autor, en su analisis de las funciones cognitivas del aprendizaje, presenta argumentos sobre
la manera en que cada una de las fuentes que activan el proceso de aprendizaje pueden ser
reemplazadas por equivalentes virtuales con el fin de obtener resultados satisfactorios. La
intencion principal en estos ambientes es la modificacion de estructuras mentales mediante
el didlogo interno del estudiante que es activado a través de los entornos documentales,
ambientales y sociales.

Como lo describen Osorio y Nesterova (2018), estas fuentes en la ensefianza tradicional
se basan en libros, el entorno natural que los rodea y los profesores, compafieros y demas
miembros del plantel educativo. Sin embargo, cuando se trabaja en un entorno virtual de
aprendizaje, las fuentes documentales de los libros pueden reemplazarse con bases de
informacion en internet (multimedia, libros electronicos, hipertexto, bibliotecas virtuales), el
dialogo y observacion del entorno puede trabajarse por medio de la realidad virtual, la
realidad aumentada, la realidad mixta y los simuladores; por dltimo, su entorno social puede
proveerse por medio de la interaccion con otras personas a través de correo electrénico, foros

de discusion, videos y enlaces.



Estos elementos no sélo cambian de manera equivalente las fuentes de activacion de
los procesos de aprendizaje, sino que las potencia, multiplica sus capacidades; en este caso,
se habla de que el entorno virtual de aprendizaje permitira desarrollar sus conocimientos de
manera asistida con la computadora, logrando asi construir su dominio sobre el objeto
trabajado (Obaya, 2003). Por otro lado, los libros pueden ser limitados en la institucion donde
esté ubicado el estudiante, pero si posee acceso a internet, su informacion es practicamente
ilimitada. De igual manera, si esta dentro del aula, su capacidad de observacion del entorno
es minima, pero si tiene acceso a entornos mediados en realidad virtual o a simulaciones, el
limite desaparece. Sus interacciones en el aula s6lo pueden darse con sus compafieros o
docentes, pero en internet el rango de alcance de las interacciones es ilimitado.

Por otro lado, Raymond Duval, en su primer esbozo realizado en 2006 y en la primera
presentacion en 2012 sobre el problema de la comprension matematica y el uso de registros
de representacion semiotica, ayuda a esclarecer a la vez que argumenta sobre la necesidad de
su implementacién. Duval (2006) abordo el anélisis de los desafios que existian al momento
de que un sujeto llegara a comprender matematicamente un objeto. En ese momento el autor
se enfoca en los procesos fundamentales de entendimiento de la semiosis y la noesis, con los
cuales, respectivamente, un aprendiz extrae caracteristicas de una representacion semiotica,
articula sus elementos, determina sus relaciones y entiende la manera en la cual esta
construida de tal manera que puede internalizar los simbolos y formas que estan presentes;
posteriormente, luego de la manipulacién de esta representacion puede acomodar sus
conocimientos en una estructura que le permitird después relacionarla con otras
representaciones, otros conocimientos y asi transferir lo aprendido y llegar a esta

comprension (Duval, 2012).



Esta manipulacion de las representaciones la describe mas en profundidad Duval
(2016), a traves de los denominados procesos de tratamiento y conversion en donde el sujeto,
respectivamente, transforma las representaciones semidticas del objeto dentro del mismo
registro de representacion (por ejemplo, si se tiene una funcion representada algebraicamente,
una multiplicacion de sus elementos por un escalar la transforma pero sigue estando en el
mismo registro algebraico, entonces se dice que hace un tratamiento de la representacion),
o las transforma entre diferentes registros de representacion (por ejemplo, si el estudiante es
capaz de tomar esa representacion algebraica de la funcion y la grafica, se dice que hace una
conversion de la representacion, en éste caso, del registro algebraico al registro grafico). En
la Figura 7 se muestra un ejemplo de estos dos procesos con una representacion semioética de

una funcién parabdlica.

Figura 7.
Tratamiento y conversion de una representacion semidtica (funcién parabdlica).
Registro Algebraico Registro Algebraico
|f(x):x2+4x+4| |f(x):x2+4x+4|
¥ ¥V Tratamiento ¥V ¥ ¥Conversion ¥V
Registro Algebraico Registro Grafico

fl) = (x+2)°

Nota. Elaboracion propia. En el tratamiento, la factorizacién simplemente cambia la expresién algebraica, pero
sigue estando en el mismo registro algebraico. En la conversion, sigue siendo el mismo objeto, pero esta vez se
representa en el registro grafico.

Con estos dos procesos se alcanza la comprension matematica del concepto
manipulado. Debido a esto es que, para la propuesta didactica que se desarrolla en este

trabajo, se toma como base el uso de diversas representaciones semiéticas y se propiciara el



trabajo de los futuros docentes a través de los procesos de tratamiento y conversion de éstas,

buscando asi alcanzar la comprension matematica.

1.8. Objetivos
1.8.1. Objetivo General
Caracterizar la comprension matematica del concepto de funcion de los futuros
docentes alcanzada durante la implementacion del ambiente virtual de aprendizaje basado en
el tratamiento y conversion de representaciones semidticas.
1.8.2. Objetivos Especificos

e Identificar y describir las dificultades que los futuros docentes enfrentan en la
comprension del concepto de funcién.

e Detallar la postura conceptual y metodoldgica que sustenta el disefio del ambiente
virtual de aprendizaje basado en el tratamiento y conversion de representaciones
semidticas.

e Implementar la propuesta didactica y evaluar su influencia en la comprension
matematica del concepto de funcion que poseen los futuros docentes.

e Categorizar y analizar el avance en la comprension matematica del concepto de funcién
evidenciado por los participantes durante y después de la implementacion del ambiente

virtual de aprendizaje.

Caracterizar las mejoras logradas en la comprension del concepto de funcion por parte

de los futuros docentes como resultado de la implementacién de la propuesta didactica.



1.9. Preguntas de Investigacion
1.9.1. Pregunta principal
¢ Cuales son las caracteristicas de la comprension matematica del concepto de funcién
de los futuros docentes alcanzada durante la implementacion del ambiente virtual de
aprendizaje basado en el tratamiento y conversion de representaciones semioticas?

1.9.2. Preguntas secundarias

¢Cudles son las dificultades que los futuros docentes enfrentan en la comprension

del concepto de funcién?

e ;Cuales son los elementos conceptuales y metodoldgicos que sustenta el disefio del
ambiente virtual de aprendizaje basado en el tratamiento y conversion de
representaciones semiodticas del objeto matematico “funcioén’?.

e ;Cudl es el nivel de avance de la comprension matematica de los futuros docentes
sobre el concepto de funcién después de implementar la propuesta didactica?

e ;COmMo se categoriza la comprension matematica del concepto de funcion

evidenciado por los participantes durante la implementacion del ambiente virtual de

aprendizaje?



CAPITULO 2. ANTECEDENTES

En este capitulo se presenta la revision de la literatura relacionada con la problemética
enfrentada en la presente investigacion. Se parte de los estudios que ponen de manifiesto la
problematica a nivel internacional, se acota hacia los esfuerzos realizados en Colombia y se
precisa en la relevancia del estudio con la presentacion del escaso trabajo en el Huila.
Posteriormente se presentan los referentes que han propuesto posibles alternativas para
menguar el fenébmeno y se finaliza con acercamientos similares a lo planteado en esta

investigacion.

2.1. Desarrollo del Conocimiento Matematico, un Problema Sin Resolver

Ya fuera por la propia naturaleza de la disciplina, por la amplitud de los conceptos
involucrados, la complejidad de las estructuras mentales necesarias para la articulacion de
estos, o por la intimidante relevancia que posee en el quehacer diario de los individuos, la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas han ocupado un gran espacio en el campo
investigativo de la educacion.

Con solo revisar los trabajos de Copeland (1970) y sus analisis desde la perspectiva
sicologista del aprendizaje, los de Carpenter y Lehrer (1999) y sus esfuerzos para mostrar la
necesidad de establecer los vinculos entre el aprender y la comprension, los de Skemp (2012)
y su presentacion sobre la necesidad de replantear la forma en la que se analiza el conjunto
de estructuras cognitivas necesarias para aprender matematicas, los de Clements y Sarama
(2014) y su llamado a la articulacion de actividades dentro de trayectorias con objetivos
especificos, los masivos replanteamientos de las ideas de Schoenfeld (2016) para rearticular

la resolucion de problemas a las necesidades actuales o las innumerables propuestas de



integracion apropiada de la tecnologia en la ensefianza y el aprendizaje (Bray y Tangney,
2017), es suficiente para darse cuenta que estos procesos aun tienen un largo camino
investigativo por recorrer.

Desde el punto de vista de la psicologia, el proceso de aprendizaje de las matematicas
en la actualidad se ha centrado en el andlisis de los obstaculos a los cuales los estudiantes
deben hacerle frente en el momento de aprender nuevos conceptos, apropiarse de nuevos
procedimientos y dominar la implementacion de ellos. Plaza, Gonzalez y Vasyunkina (2020)
los describen con precision, categorizandolos como obstaculos ontogenéticos, didacticos,
epistemoldgicos, cognitivos, pedagdgicos, mentales, semidticos, de comunicacion,
formalistas y algunos mas derivados directamente de la complejidad de algunos elementos
en cuestion.

En este sentido, estos obstaculos pueden aparecer en variados escenarios a través de
cualquier nivel de formacion. Si bien es cierto que algunos como los de comunicacion, los
semidticos, pedagogicos, formalistas y mentales pueden disminuir su presencia al escalar de
etapa educativa (bachillerato, universitaria, posgrado), otros mas como los cognitivos,
epistemoldgicos o los derivados de la complejidad inherente del concepto se presentan
transversalmente a través de todo el espectro educativo (Plaza, Gonzalez y Vasyunkina,
2020).

Bell (2021), en la tltima edicién de su libro de historia de las matematicas, ya retomaba
los problemas que surgieron al querer aprender matematicas con base en la estructura misma
de ésta, sus fundamentos epistemoldgicos, las tendencias empiristas y la necesidad de
realizar (entendiendo esto como llevar a la realidad) matematicas. Es por esto que se

requieren de los andlisis didacticos y pedagodgicos para plantear, buscando optimizar los



resultados en cuanto a comprension, estrategias alternativas que permitan superar y dejar

atras estas problematicas.

2.2. Alternativas y Propuestas Relevantes ante la Problematica

Para abordar estas problematicas y tratar de propiciar la superacién de estos obstaculos del
proceso de aprendizaje de las matematicas por parte de los estudiantes de los diferentes
niveles, se ha implementado habilmente la tecnologia. A nivel didactico y pedagogico la
tecnologia juega un papel crucial, transformando las actividades tipicas y estaticas en
novedosas y dinamicas, eliminando a su paso la pasividad del estudiante y reemplazéndola
por un estado activo; se aprovechan sus cualidades para la integracion de diversas
representaciones semidticas que acomparien el proceso de comprension de los objetos
matematicos; se articulan simultaneamente diferentes medios de comunicacién y se llega al
punto de desarrollar formas de volver tangibles aquellos conceptos abstractos, aterrizando en
simulaciones y experiencias concretas aquellos elementos con altos niveles de complejidad
(Grisales-Aguirre, 2018).

Aunque esto no significa que se hayan solucionado todos los inconvenientes. Aun con
la cada vez mas omnipresente tecnologia en la educacion, su implementacion genera retos
propios de ésta. Tal como lo resefia Grisales-Aguirre (2018), los resultados en el aprendizaje
de las matematicas cuando se implementa la tecnologia dependen “del tipo de tecnologia y
recurso usado, de las condiciones institucionales [...] y de las caracteristicas individuales de
quienes intervienen en este proceso” (p. 211). Con la tecnologia surgen problematicas que
antes podian no impactar tanto en el proceso educativo, por ejemplo, la economia, pues

existen situaciones en las cuales se pueden crear brechas de aprendizaje entre quienes pueden



acceder a las tecnologias en su casa ademas de la institucion, frente a aquellos que sélo
pueden llegar a ella en el claustro educativo.

Es mas, aparecen otra problematica ain mas sutil, que afecta al proceso de ensefianza
directamente y de manera indirecta al de aprendizaje, lo que son las brechas digitales
derivadas de los cambios generacionales (Romero, 2020) y la resistencia a la implementacion
de la tecnologia en el aula por parte de algunos docentes, este ultimo afectando
particularmente a Colombia, en donde la situacidén se agrava debido a la pobreza de la
inclusion digital de algunos sectores (Rueda-Ortiz y Franco-Avellaneda, 2018).

Ahora bien, dejando de lado las dificultades mencionadas con la tecnologia, si se
observan algunas investigaciones recientes, es posible notar las principales tendencias que
aparecen. Por ejemplo, el uso de la tecnologia como generador de motivacién para el
aprendizaje de las matematicas (Velazquez et al., 2020), en donde la sola presencia de ésta,
en espacios donde se trabaja de manera tradicional, consigue un aumento significativo de la
predisposicion del estudiante hacia el aprendizaje. Aun cuando los aprendices estan
acostumbrados a integracion de la tecnologia en sus clases usuales, la multitud de formatos
en los que pueden presentarse un mismo material, supera la monotonia.

Es mas, cuando se imbrican las herramientas digitales con los recursos étnicos
particulares de una zona rural, no sélo la innovacion tecnoldgica aporta, sino que realza la
relevancia de procesos ancestrales y revindica métodos o técnicas que la propia cultura
muchas veces menosprecia. Ramon y Vilchez (2019) lo evidenciaron en su analisis de
convergencia didactica étnica-digital, en el cual lograron, ademas de motivacion y
compromiso, mejoras en los procesos de los estudiantes cuando realizan construcciones de
conceptos, resoluciones de problemas y modelacibn matematica, apoyando

procedimentalmente sus métodos étnicos con herramientas digitales.



En particular, en el aprendizaje de las matematicas, las representaciones semidticas son
unos de los principales elementos gque se ven potenciados significativamente cuando se apoya
con la tecnologia. Desde el uso de calculadoras graficas (Castafieda, Quiroz y Amaya, 2021),
hasta uso de simuladores (Pinzon, 2018), llegando al uso de softwares especializados como
GeoGebra (Melgarejo et al., 2019), pasando por la realidad aumentada (Osorio y Nesterova,
2018) y al punto de implementar procesamiento digital de imégenes (Galindo, Osorio y
Serrano, 2020), de todas las formas posibles se han aprovechado las bondades de la
tecnologia para explotar los diversos registros de representacion y asi manipular, desde
distintas perspectiva, cada objeto matematico susceptible de ser representado

semidbticamente.

2.3. El Centro en las Representaciones Semidticas y la Tecnologia

El uso particular de estas representaciones semiéticas con la tecnologia juega un papel
principal en la vanguardia de la investigacion en la matematica educativa. Se encuentran
integradas en practicamente todas las propuestas y disefios instruccionales, ya sea
etnoeducacion, enfoques ontosemidticos, perspectivas de modelos y modelacidn, resolucion
de problemas, aprendizaje basado en tareas, test estandarizados, etc.

Como se mencionaba, el planteamiento puede ser tan simple como reemplazar la
graficacion tradicional con papel y lapiz por el uso de calculadora graficadoras como Desmos
en el trabajo de Castafieda, Quiroz y Amaya (2021), quienes mejoraron los niveles de
comprension del concepto de funciones lineales en estudiantes de secundaria. Con solo este
cambio, promovieron mejoras en las actividades cognitivas del estudiante que estan

relacionadas con la manipulacion, interaccion y dinamismo.



Un paso mas de este tipo de estudios fue la propuesta de Melgarejo et al. (2019),
quienes, a partir del enfoque ontosemiotico y la teoria de situaciones didacticas, construyeron
una secuencia de actividades enfocadas al desarrollo del pensamiento geométrico y espacial
en el aprendizaje de la geometria. Utilizaron representaciones semidticas de registros
figurales, verbales, graficos y algebraicos, consiguiendo asi cuatro formas diferentes para
permitirle al estudiante manipular un mismo objeto geométrico, consiguiendo de este modo
un avance significativo en sus niveles de comprension matematica de los conceptos.

Empleando una base similar en GeoGebra, pero llevandolo al mundo real a través de
la Realidad Aumentada, se presentd el trabajo de Osorio y Nesterova (2018), investigadores
gue mezclaron representaciones graficas bidimensionales y tridimensionales dinamicas junto
con elementos del registro algebraico, verbal y tabular para la ensefianza del célculo de
volimenes de cuerpos y areas de figuras poco usuales. Con su trabajo, se incursiond en la
Realidad Aumentada con el aprendizaje de las matematicas de nivel universitario en el campo
del calculo multivariado, ubicando objetos intangibles y dificilmente representables dentro
de espacios reales y manipulables.

Finalmente, dentro de la integracién de la tecnologia para potenciar el trabajo con las
representaciones semioticas también se pueden encontrar casos como el de Pinzén (2018), el
cual empled la plataforma de simulaciones de diferentes ciencias Phet Simulations en donde
creo circuitos y utilizando la ley de Ohm ensefié el concepto de fracciones equivalentes. En
este mismo sentido, pero en el campo del procesamiento digital de iméagenes, esta el trabajo
de Galindo, Osorio y Serrano (2020), los cuales programaron un libro digital interactivo en
donde los registros semioticos figurales, graficos y matriciales se superponian entre si para

propiciar el aprendizaje de las operaciones entre matrices.



En particular, estos dos ultimos trabajos presentados estructuraron sus actividades
como una secuencia didactica, instruccionalmente como un objeto de aprendizaje en un
ambiente virtual. Esto no solo permite organizar el contenido en funcion del orden jerarquico
y los objetivos de aprendizaje, sino que tambien propicia la reusabilidad, la mejora continua
de fragmentos de la secuencia, la granularidad y otras caracteristicas propias de estos
recursos, lo cual, ademas de la practicidad, logra darles un sentido de aporte a la comunidad

de educadores (Rehak y Mason, 2003).



CAPITULO 3. MARCO TEORICO

En este capitulo se articulan los elementos tedricos que fundamentan la propuesta realizada
en esta investigacion. Debido a que se trabaja con la comprensién matematica, el marco
tedrico de las representaciones semidticas y los subprocesos de tratamiento y conversion
entre registros semidticos juega un papel central en el basamento de la investigacion.
Ademas, la propuesta se enuncia en un entorno de aprendizaje virtual, asi que también se
hace la presentacién de los aspectos tedricos vinculados a la implementacion de herramientas
tecnoldgicas que se han de tener en cuenta. Finalmente se hace una sintesis sobre el manejo
de estos elementos dentro de la propuesta, con la cual el lector podré tener claridad al respecto

de la implementacion de las bases tedricas en el proyecto.

3.1. Marco de Representaciones Semioticas
Como ya se adelantaba en la justificacion (Seccion 1.7), el marco sobre el cual se sustenta la
implementacién de la propuesta es el de las Teoria de Representaciones Semidticas de
Raymond Duval (1998, 2006, 2012, 2016).
3.1.1. Registros y Representaciones
Los registros de representacion semiotica, o registros semioticos, se definen como un
sistema de signos los cuales poseen, como funcién principal o fundamental, comunicar a
quien interactue con ellos, las caracteristicas de los elementos dentro del sistema (Duval,
1998). En el caso especifico de las matematicas, existen multitud de registros de
representacion, por mencionar algunos, esta el registro verbal, numerico, figural, tabular,

matricial, grafico, algebraico, entre otros (Duval, 2012).



Por ejemplo, un objeto matematico como la funcién polinomial, puede representarse
dentro del registro de representacion verbal como sigue:
Registro Verbal de una funcién polinémica de ejemplo:
Polinomio de segundo grado cuyos coeficientes, en forma
descendente segun su la potencia son dos, tres y menos uno.
La misma funcién polindmica en el Registro Algebraico seria:
f(x) =2x>+3x—1

La misma funcién polinémica en el Registro Gréfico seria:

0.5

0.5

Ahora bien, estas representaciones semidticas, se definen como parte de los registros,
es decir, son elementos que estan inmersos en un registro especifico. La representacion
semidtica cumple la tarea de mediar la interaccién del sujeto con el objeto matematico
(Duval, 2006), con lo cual este objeto abstracto puede concretarse y ser analizado a detalle
en sus caracteristicas. La manipulacion de las representaciones semiéticas puede darse de dos
maneras, mediante el tratamiento y la conversion, si el futuro docente es capaz de llevar a
cabo estos dos procesos con un objeto matematico en particular, se dice que comprende

matematicamente dicho objeto (Duval, 2016).



3.1.2. Tratamiento de Representaciones
Como se adelantaba, el tratamiento de una representacion semidtica es la
transformacion de dicha representacion sin salir del mismo registro de representacion en el
cual se formul6 inicialmente. En este proceso se consideran transformaciones que
modifiquen o no las caracteristicas, por ejemplo, una traslacion de una representacion grafica
de una funcién exponencial, si bien altera su representacion, continta estando en el mismo
registro, el grafico (Figura 8).

Figura 8.
Transformacion de una representacién dentro del registro grafico mediante tratamiento.

» » Tratamiento» p | 4

// 1

-4 =3 -2 -1 o 1 2

Nota. Elaboracion propia.

3.1.3. Conversion de Representaciones
En la conversion de representaciones semidticas, la transformacién implica un cambio
de registro, del verbal al grafico, del grafico al algebraico, del tabular al figural, etc. Por
ejemplo, un diagrama figural que represente una funcion puede reescribirse de manera

simbolica como sigue:



Figura 9.
Transformacion de una representacion entre dos registros mediante conversion.

Entrada
V(e

‘ ~ fi A = B

Funcién f » > Conversionhp » a - f(a)

Salida

Nota. Elaboracién propia.

3.2. Visualizacion Matematica

El marco de representaciones semioticas no estaria completo como fundamento de la
investigacion si no se menciona el proceso de visualizacion matematica descrito por
Fernando Hitt (1996; 1998) y, Ricardo Cantoral y Gisela Montiel (2003). Este proceso va
mas alla de la simple observacion, en el desarrollo de la visualizacién matematica el sujeto
gue observa una representacion de un objeto abstracto debe ser capaz de entender las reglas
con las cuales fue construido, las relaciones que se establecen entre los elementos que
componen la representacion y la forma en la cual interacttan las partes imbricadas entre ellas
y con otros elementos.

El estudio sobre el empleo de la visualizacion matematica para el desarrollo del
conocimiento matematico es ampliamente estudiado (De Guzman, 1996; Hershkowitz et al,
1996; Nesterov, et al, 2000; Torregosa y Quesada, 2007; Marmolejo y Vega, 2012; Orozco,
et al, 2016; Osorio y Nesterova, 2018; Galindo et al, 2020). Los autores se centran en la
importancia del uso de distintas representaciones y como el entendimiento de la forma en la
que se construyen y la extraccion de las caracteristicas de estas representaciones, propician
el entendimiento del concepto trabajado.

De Guzman (1996) describe cémo los expertos en algin objeto matematico son capaces

de ver de forma intuitiva las representaciones del mismo, pues llegan a poseer una imagen



mental de éste, en donde sus caracteristicas particulares se presentan u ocultan de tal manera
que se generan situaciones problema que pueden ser enfrentadas con el propio dominio de la
representacion. Asi, se pueden seleccionar formas efectivas y eficaces para resolver los
problemas, abstrayendo de los enunciados las caracteristicas para formular sus propias
representaciones y manipularlas con su conocimiento, todo ello con base en procesos de
visualizacion matematica que han hecho a lo largo de su formacion.

Aunque parezca estar relacionada la visualizacion matematica al registro de
representacion grafico, esta concepcion es errénea. El proceso de visualizacion puede
realizarse sobre cualquier tipo de representacion, de las algebraicas, por ejemplo, el sujeto
que visualiza mateméaticamente la representacion es capaz de obtener caracteristicas como lo
son las magnitudes, variables, coeficientes, relaciones, operaciones, etc. (Marmolejo y Vega,

2012).

3.3. Entornos Virtuales de Aprendizaje
Al igual que con los trabajos que incluyen la visualizacion matemaética, la implementacion
de Entornos Virtuales de Aprendizaje (EVA) ha sido trabajada en multitud de formas. Por
ejemplo, Osorio y Nesterova (2018), utilizaron la realidad aumentada para crear su EVA 'y
asi promover el aprendizaje de las aplicaciones de las integrales multiples; Galindo et al
(2020), crearon un libro virtual como EVA en eXelLearning para la ensefianza de las
operaciones con matrices mediante el procesamiento digital de imagenes; Olivo-Franco y
Corrales (2020) replantearon totalmente la praxis de la ensefianza de la matematica en su
institucion para aprovechar plenamente el potencial de los EVA.

En términos generales, un Entorno Virtual de Aprendizaje puede constituirse con un

conjunto de actividades que involucren software especifico, portales de distribucion de



contenido, trabajos colaborativos en redes sociales, sistemas de gestion de contenido, y
material multimedia (Quiroz, 2011). La intencién de éstos, segun Quiroz (2011), es generar
experiencias de formacion en el entorno virtual, los cuales tengan su centro en el estudiante
y busquen aportar un aprendizaje significativo. Sin embargo, para ello se requiere que
quienes lo implementen tengan las competencias digitales necesarias, pues pueden surgir
inconvenientes de indole técnica o practica que pueden entorpecer el proceso.

Los ambientes virtuales de aprendizaje, debido al avance de las tecnologias, la
masificacion de ésta y los esfuerzos por implementarlas en la educacidn, se convirtieron en
tendencia practicamente inapelable dentro de los procesos formativos (Flavin, 2017). Sin
embargo, el uso de éstas debe hacerse de manera consciente, la optimizacién y adecuacion
de las tecnologias en el aula no es trivial y puede llegar a generar mas conflictos de los que
resuelve. Es debido a esto que en este trabajo se consideran las bases del Aprendizaje Asistido
por Computadora (AAC) (Salas, 2007) con el fin cimentar el disefio y aplicacion del ambiente
virtual de aprendizaje de tal manera que los resultados obtenidos sea los mejores posibles.

Con esto en mente, se considera que la implementacion de la tecnologia debe enfocarse
en la construccion del conocimiento, debe permitir la creatividad, la autorregulacion y hacer
que el proceso de formacion sea activo, interactivo y que facilite el autoaprendizaje
(Hernandez et al., 2016). Para ello, en el AAC se propone alternar las fuentes tradicionales
(Figura 10) que activan el proceso de desequilibracion — equilibracion sin el uso de las

tecnologias por otras en las cuales si se implementen (Figura 11) (Osorio, 2018).



Figura 10.
Fuentes tradicionales de desequilibracion - equilibracion.
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Nota. Fuente (Osorio, 2018, p. 22).

Figura 11.
Fuentes alternativas con tecnologia en el proceso de desequilibracion - equilibracion.
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Nota. Fuente (Osorio, 2018, p. 22).

En funcion de optimizar la implementacion de la tecnologia en el ambiente virtual de
aprendizaje disefiado y obtener los mejores resultados con su implementacion, se incluiran:
el conjunto de teoria necesaria sobre la tematica, asi como enlaces en los cuales se pueda
profundizar; situaciones problema que pongan al estudiante en contextos reales con los cuales
explore el uso del concepto; y espacios de interaccion y colaboracion con sus comparfieros

que les permitan fortalecer sus aprendizajes en conjunto.



3.4. Sintesis del Marco Tedrico

Englobando de manera sintética el marco tedrico que fundamenta este proyecto se puede
decir que se tomarén las indicaciones para el reemplazo de los medios tradicionales de
activacion del aprendizaje por medios virtuales para formular un entorno de aprendizaje
virtual (Quiroz, 2011). En este entorno se desarrollardn actividades que propicien la
manipulacion de representaciones semioéticas entre diferentes registros de representacion a
través de los procesos de tratamiento y conversion de representaciones, esto con el fin de
alcanzar una comprension matematica del concepto de funcién (Duval, 1998). En conjunto
con esta manipulacion, se generaran en la instruccidn espacios acordes para que el estudiante
realice el proceso de visualizacion matematica, pues con ella como base, podré abstraer todas
las caracteristicas de las representaciones y generar esas imagenes mentales del concepto que

se estructuraran en su conocimiento (Hitt, 1996).



CAPITULO 4. MARCO METODOLOGICO

A continuacion, se presentan los elementos metodol6gicos que se tuvieron en cuenta para el
desarrollo de la investigacion. Se describe el tipo de investigacion, las variables consideradas,
el disefio instruccional, los instrumentos de recoleccion de informacién y el método de
andlisis para los datos recopilados. También, se define la poblacion objetivo, la muestra con

la que se trabajard y la estructura general de acercamiento a los individuos.

4.1. Disefio de la Investigacion
Metodoldgicamente la investigacion debe presentar fundamentos en cuanto a su tipo,
obtencion de datos, analisis y estructura. En este apartado se abordaran estos elementos en
funcion de concretar el procedimiento que se sigue para desarrollar y alcanzar los objetivos
planteados.
4.1.1. Tipo de investigacion

En funcion de los objetivos, el método de analisis y el objeto de estudio, las
investigaciones pueden tener diversos enfoques. Con base en Hernandez-Sampieri, et al
(2018), existen tipos cuantitativos, cualitativos y mixtos de investigacion. Cada enfoque
posee sus caracteristicas y cuenta con elementos en su estructura que permiten garantizar la
obtencion del conocimiento buscado:

e Las investigaciones cuantitativas suelen tener un caracter mas acotado, normalmente
se emplean para medir el comportamiento de los fendémenos y utilizan el analisis
estadistico como base para sus conclusiones. Se caracterizan por contener hipétesis
probables y teorias demostradas, y el camino seguido para generar conclusiones es

deductivo, con una secuencia bien definida con el fin de generar pruebas sélidas a



comportamientos especificos. Otra caracteristica es la capacidad que tienen de
generalizar sus resultados, el control que se posee del fendmeno estudiado, la
precision con la que se entregan los resultados, la posibilidad de replicarlos y de
predecir futuros comportamientos.

Por otro lado, las investigaciones cualitativas, siguiendo con Hernandez-Sampieri, et
al (2018), son enfoques en los cuales el planteamiento del problema suele ser amplio
y se acota en funcion del proceso investigativo. Los estudios de este tipo cominmente
se desarrollan en ambientes naturales, donde dificilmente se controlan todas las
variables. En este caso, los resultados y el sentido que tienen se extraen de los mismos
datos, pues son ellos los que se interpretan, categorizan y permiten generar
conclusiones. Otra caracteristica del enfoque cualitativo es su caracter inductivo, pues
suelen establecerse posiciones a partir de elementos particulares y empezar a estudiar
con el fin de obtener o generar aseveraciones mas generales. Dentro de los beneficios
de este enfoque esta en la profundidad del significado de las acciones, cuando se trata
de ciencias sociales, el analisis de las multiples realidades de los sujetos y el
establecimiento de consensos y relaciones entre ellos. La riqueza interpretativa y la
contextualizacion del fendmeno estudiado es una parte inherente a estos estudios.
Con la combinacion de los dos tipos de investigacion anteriores aparece el enfoque
mixto, en el que, ademas de la recoleccion y analisis de datos cuantitativos, se integran
datos cualitativos que permiten dar una mayor fortaleza a los resultados vy
conclusiones generadas. El beneficio de este enfoque mixto de debe al hecho de
poseer una perspectiva mucho mas amplia y profunda que en los enfoques sélo

cuantitativos o sélo cualitativos. El nivel de teorizacion que se alcanza es mucho



mayor al de ambos, la riqueza investigativa es altamente apreciada, pues con este tipo
de estudios se abren lineas de investigacion con cada resultado.

En la presente investigacion se abordara el aprendizaje de los estudiantes de manera
descriptiva, analizando las caracteristicas de su proceso al desarrollar las actividades
plantadas en el Ambiente Virtual de Aprendizaje (AVA). Se tomaran datos cualitativos del
proceso de aprendizaje, el desarrollo evidenciado por los estudiantes y se identificaran las
caracteristicas de dicho proceso. Finalmente, se analizara el avance conseguido por parte de
los participantes al finalizar el desarrollo de las actividades del ambiente virtual de
aprendizaje y se contrastard y triangularan los resultados con los elementos analizados en los
momentos anteriores. Debido a esto, se define que la metodologia que se seguira es la
cualitativa.

4.1.2. Fases de la investigacion

Para alcanzar los objetivos planteados en la investigacion se plantea el desarrollo de
las siguientes fases:

« Disefio del AVA basado en el tratamiento y conversion de representaciones

semidticas del concepto de funcion.

» Disefio de la secuencia de instruccion para la implementacion del ambiente virtual

de aprendizaje desarrollado.

» Intervencion del proceso educativo de los futuros docentes con la secuencia

instruccional y la implementacion del ambiente virtual de aprendizaje.

« Analisis, descripcion y caracterizacion del aprendizaje de los estudiantes del

concepto de funcidn durante el desarrollo de las actividades dispuestas en el AVA.



4.1.3. Variables

Se definen cuatro variables a considerar en el proceso investigativo, entre las que se

encuentra una que es independiente del proceso y las otras tres dependientes de la

implementacion de la propuesta didactica. En la Tabla 3 se presentan las variables, su tipo,

la definicion de éstas y las fuentes de los datos que se recopilaran.

Tabla 3.

Variables de la investigacién, definicion y método de recoleccion de datos.

Variable Tipo Definicion Fuentes de Datos
Se corresponde con la capacidad que
tienen los sujetos del estudio para acceder Se realizan las adecuaciones
a los materiales necesarios para el para que los participantes
Acceso a . desarrollo de las actividades, los cuales tengan acceso a todo lo
. Independiente . ;
Materiales son: necesario para el proceso, con
e Computadora o Smartphone lo cual se asegura que la
e Lapiz, papel y otros (tiles escolares. variable estd controlada.
e Conexion a internet.
La motivacion del futuro docente se e Porcentaje de completitud de
define en funcion de su interés por realizar  actividades por estudiante. El
Motivacién Dependiente  la actividad, el compromiso por cual se calcula en funcién de

desarrollarla completamente y su esfuerzo
por hacerla de manera correcta.

las partes que posea cada
actividad.

Aprendizaje
sobre el
Concepto de
Funciones

Dependiente

Se define como el proceso cognitivo y
afectivo por medio del cual el estudiante
percibe, interpreta, adquiere, transforma y
desarrolla un conjunto de conocimientos y
habilidades.

o Observaciones en clase
mediante el formato de
registro de datos
experimentales (Anexo A)

o Captura de iméagenes, audio y
video.

Comprension
Matematica del
Concepto de
Funcién

Dependiente

Tiene que ver con la capacidad del
estudiante para realizar tratamientos y
conversiones de las representaciones
semidticas de las funciones.

o Tratamientos correctamente
realizados por actividad.

o Conversiones correctamente
realizadas por actividad.

Representacion

Se refiere a las diferentes formas en que se
presentara el concepto de funcion en el
ambiente virtual de aprendizaje,

Se disefian las actividades y
ejercicios presentados en el

Semiética de Independiente . : e ambiente virtual de aprendizaje
h incluyendo representaciones graficas, . S
Funciones . integrando diversidad de
algebraicas, tabulares, verbales, entre . e
registros de representacion.
otras.
Esta variable mide el nivel de dominio que
Dominio de tienen los futuros docentes de los o Las actividades y ejercicios
Conceptos Dependiente  conceptos clave asociados con las presentados en el ambiente
Clave funciones, como dominio, rango, virtual de aprendizaje.

continuidad, entre otros.

Habilidades de
Tratamiento y
Conversion

Dependiente

Se refiere a la capacidad de los futuros
docentes para traducir entre diferentes
representaciones semidticas de las
funciones y para manipular estas
representaciones para resolver problemas.

e Ejercicios y problemas
resueltos durante y después
de la implementacion de la
propuesta didactica.

Nota. Elaboracién propia.



4.1.4. Instrumentos de recoleccién de informacion

De acuerdo con el orden en que aparecen las fuentes de datos en la Tabla 3, a

continuacion, se presenta una breve descripcion de lo que serian los instrumentos de

recoleccion:

Fotografias y Grabaciones de Video: se considera una herramienta valiosa en la
recoleccion de informacidn al implementar el AVA. Permite obtener datos directos
sobre el desempefio de los participantes, y ofrece la posibilidad de capturar
situaciones reales de aprendizaje en tiempo real, o que permite observar detalles y
elementos que no podrian ser recordados o descritos posteriormente. Estas
herramientas favorecen el andlisis y la interpretacion posterior de las situaciones
observadas, lo que enriquece la recoleccion de informacion y permite una
comprension mas profunda de los procesos de ensefianza y aprendizaje en el ambiente
virtual de aprendizaje. Se espera recolectar informacion sobre las interacciones entre
los participantes, su nivel de comprension y apropiacion de los conceptos
matematicos trabajados, asi como también sobre los recursos y herramientas
utilizados en el ambiente virtual de aprendizaje.

Formato de registro de datos experimentales (Anexo A): el cual se disefia en
funcion de captar informacion relevante que aparece en el momento de la
implementacién de la propuesta y esta compuesto de espacios para comentarios
generales y particulares que los futuros docentes realicen en relacion con el AVA,
también inquietudes que tengan en relacion con el tratamiento y otras de este tipo que
realicen con respecto a las conversiones. Ademas, se deja un espacio para resefiar los
fallos, errores o falencias de los futuros docentes, los aspectos de motivacién que se

perciban y las interacciones relevantes que el docente investigador note.



4.1.5. Método de analisis de datos

Para el analisis de los datos se establece el proceso principal derivado del enfoque
cualitativo:

Se plantea la integracion de los datos cualitativos registrados en el momento de la
implementacion, en el proceder de la clase y capturados en imagenes, audios, videos Yy el
formato de registro. Con ellos se realiza una triangulacion en la basqueda de describir la
influencia de los elementos involucrados en la propuesta sobre el aprendizaje de los futuros
docentes, su dominio y comprensién del concepto de funcién. Con este conjunto de datos se
puede combinar el analisis y producir riqueza en los resultados, con lo cual obtendremos
resultados cualitativos del proceso de aprendizaje del estudiante y su logro en la comprension
del concepto matematico de funcion.

El trabajo realizado tiene un caracter descriptivo principalmente y busca en particular
determinar la influencia de la propuesta sobre el desarrollo del dominio y la comprensién de
los futuros docentes con respecto al concepto de funcion, por ende, el lector debe tener en
consideracién que existen aspectos que, aungque puedan resultar de interés, quedan fuera del
analisis en cuanto se cumplen los objetivos. De igual manera se dedica una seccion para los
trabajos futuros derivados de los elementos que surgen en el estudio y que no son analizados
en esta investigacion.

4.1.6. Elementos conceptuales del objeto que se consideraron

Cualquier propuesta didactica para el aprendizaje de nuestro objeto matematico, las
funciones, debe considerar la integracion de varios elementos conceptuales. A continuacion,
se presentan algunos de los mas relevantes, sin ahondar de manera formal en ellos, pues

dentro del ambiente virtual se integra esta parte:



Definicion de funcion: Es fundamental que los futuros docentes comprendan que una
funcién es una regla que asigna a cada elemento de un conjunto (el dominio)
exactamente un elemento de otro conjunto (el rango).

Notacion de funcion: Los futuros docentes deben familiarizarse con la notacion de
funcion, como f(x), y entender que x es la variable independiente y que f (x) representa
a la variable dependiente.

Tipos de funciones: conocer los diferentes tipos de funciones es indispensable para la
formacion de los futuros profesores, como las funciones lineales, cuadraticas,
exponenciales, logaritmicas, trigonométricas, entre otras. Cada una de estas funciones
tiene propiedades y comportamientos unicos que los estudiantes deben aprender a
reconocer y utilizar.

Graficacion de funciones: se debe aprender a graficar funciones, lo que implica
entender cémo los valores de x se traducen en valores de f(x) y como estos pares
ordenados se representan en un gréafico.

Analisis de funciones: los futuros docentes deben aprender a analizar funciones en
términos de sus propiedades, como su dominio, rango, intersecciones con los ejes,
pendientes, maximos y minimos, y asintotas.

Operaciones con funciones: se deben buscar el trabajo con las operaciones con
funciones, como la suma, resta, multiplicacion, divisién y composicion de funciones.
Funciones y su relacion con la variacion: los futuros docentes deben entender como
las funciones pueden usarse para modelar la variacion en diversas situaciones, como la

velocidad de un vehiculo en funcién del tiempo.



Para ilustrar estos conceptos, podriamos considerar la funcion lineal f(x) = mx + b,
donde m es la pendiente de la linea 'y b es la interseccion y con el eje y. Esta funcion es Gtil
para modelar situaciones de variacion constante, como la situacion en donde un vehiculo se
mueve a una velocidad constante. Por ejemplo, si un vehiculo se mueve a 60 km/h,
podriamos representar su distancia recorrida en funcion del tiempo con la funcion f(t) =

60t, donde t es el tiempo en horas y f(t) es la distancia en kilémetros.

Figura 12.
Representacion grafica de la variacion de la distancia con respecto al tiempo.

Distancia recorrida por un vehiculo
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Nota. Elaboracidn propia.

En la Figura 12, puede verse que a medida que el tiempo ¢t aumenta, la distancia f(t)
también aumenta de manera lineal, lo que refleja la velocidad constante del vehiculo.
4.1.7. Disefio instruccional de la propuesta
El disefio instruccional que se utiliza para la implementacion de la propuesta esta
compuesto por 5 partes, y se consideran sesiones de 2 horas de duracion.
e Introduccion y resolucion de dudas de la sesién anterior: en este espacio el

docente investigador describe el desarrollo de la actividad que se implementara en



la sesion actual y, si existen dudas sobre actividades de la sesion anterior, buscara
realizar la solucién de éstas (tiempo estimado 10 — 20 minutos).
Desarrollo seccion individual de la actividad: el docente investigador les pide que
accedan a la seccién individual de la actividad planteada para la sesion, la cual los
estudiantes desarrollan de manera individual (30 minutos).
Desarrollo seccién colaborativa de la actividad: se pide a los futuros docentes
que se retinan en grupos maximo de tres. En estos grupos comparten los resultados
obtenidos en la seccion individual, la consolidan con sus compafieros y realizan un
informe que entregaran al docente investigador (30 minutos).
Institucionalizacion de la actividad: el docente investigador resuelve frente al
grupo la actividad planteada, enfocandose en los aspectos clave que se requerian
para su correcto desarrollo y pide que se cercioren los futuros docentes sobre sus
resultados en grupo (20 minutos).
Finalizacidn: el docente pide a los participantes que, en caso de que hayan cometido
errores en alguna parte de la actividad que hayan notado en la institucionalizacion
del contenido, preparen un informe de manera individual en donde describan qué
fallos tuvieron y lo corrijan para entregarlo en la siguiente sesion (5 minutos).
4.1.8. Estructura de la aplicacion

La aplicacion de la propuesta didactica se considera en cuatro fases, una destinada al

trabajo autonomo del estudiante y tres sesiones para el desarrollo de las actividades, tal como

se muestra en la Tabla 4.

Estructura de la aplicacion de la propuesta didactica.

Fase Descripcion Duracién

Interaccion El estudiante recibe el AVACOM vy lo explora. No se le ofrecen pautas para la
Auténoma exploracién de éste, pero se le solicita la elaboracién de un video como




evidencia de su trabajo, donde deberd mostrar la seccién que mas le llamo la
atencion del AVACOM en no més de 5 minutos.
Tratamiento de Representaciones Semiéticas de funciones. Ademas de la
seccion tedrica correspondiente a la definicion y graficacion de funciones, el
investigador orientard a los futuros docentes en la resolucién de las dos
primeras actividades (“;Mas Caracteristicas de las Funciones?” y “jQue

Sesion 1 Coincidan!”). Ademas de la denominada “Actividad Extra-Tratamientos”, la 2 horas
cual debera ser resuelta en computadora o Smartphone, utilizando para ello
algun editor de texto que permita el ingreso de ecuaciones y algln software de
graficacion en el plano cartesiano. Una vez terminada, debera ser enviada a
través de correo electrénico.
Conversion de Representaciones Semioticas de funciones. Ademas de la
seccidn tedrica correspondiente a la representaciones e identificacion de
funciones, el investigador orientard a los futuros docentes en la resolucion de
las dos primeras actividades (“Definicién de Funciones” y ““; Estos datos son

Sesién 2 reales?””). Ademas de la denominada “Actividad Extra-Conversiones”, la cual 2 horas
deberé ser resuelta en computadora o Smartphone, utilizando para ello algun
editor de texto que permita el ingreso de ecuaciones y algun software de
graficacion en el plano cartesiano. Una vez terminada, deberd ser enviada a
través de correo electrénico.
Tratamiento y Conversiones de Representaciones Semidticas de Funciones.
Ademas de una revision a cada seccion tedrica correspondiente al concepto de
funcion, el investigador orientara a los futuros docentes en la resolucion de la
actividad denominada “;Qué Problema!” se trata de dos problemas
relacionados con el movimiento de un objeto. El tratamiento algebraico de la
solucidn es presentado, pero las situaciones, al ser susceptibles de ser

Sesién 3 representadas gréafica y tabularmente, se espera que se realicen estas 2 horas
conversiones. El proceso de tratamiento ofrecido no es el Unico posible, se
espera que haya variaciones propuestas por los estudiantes. Los problemas
deben ser resueltos en computadora o Smartphone, utilizando algin editor de
texto para el ingreso de ecuaciones y algun software de graficacién en el plano
cartesiano. Una vez terminada la actividad, deberé ser enviada a través de
correo electronico.

Nota. Elaboracién propia.

4.2. Participantes de la Investigacion

Se trabajara con docentes en formacion que son estudiantes de la Universidad
Surcolombiana, de la Facultad de Educacion, especificamente del programa de Licenciatura
en Matematicas.

Debido a que el tema de funciones se orienta inicialmente en el curso Precélculo, se
realizara la implementacion de la propuesta didactica en dicho curso; el cual se ofrece en el
primer semestre de la Licenciatura, por lo tanto, los participantes, en su mayoria, son de
primer ingreso y sus edades oscilan entre los 18 y 21 afios. El grupo cuenta con 35 estudiantes

y se trabajara con la totalidad del grupo.



4.2.1. Abordaje con los participantes

Se hizo dentro del mismo desarrollo del curso, cuando se vio el tema de funciones. Se
trabajo en el aula de clases, el ambiente natural en el cual desempefian sus actividades
académicas. Se les informd que la implementacion de la propuesta hacia parte de un proceso
de investigacion, y que las calificaciones generadas en las actividades serian remitidas al
docente titular de la asignatura; esto atiende a una cuestion de motivacion externa, pues los
estudiantes, al estar relacionado su desempefio en el desarrollo de las actividades de la
implementacidn con su calificacion del curso, pueden encontrarse con mayores motivos para

estar comprometidos con la buena practica a lo largo del desarrollo de la propuesta.

4.3. Disefio del Ambiente Virtual de Aprendizaje

El AVA se desarrollé en la plataforma eXelLearning. Se disefi6 la plantilla, los dispositivos
a utilizar y se integraron dentro de una estructura la cual se organiza en una breve
introduccién y luego dos grandes secciones (Figura 13). La primera seccién es dedicada al
concepto de funcion, sus aspectos intuitivos, tedricos y formales, sus representaciones
semioticas y las caracteristicas que poseen, ademas de su integracion en distintos conceptos.
La segunda seccion es dedicada a las actividades interactivas, las cuales, en coherencia y
armonia con las unidades del otro conjunto, van ofreciendo espacios para que el estudiante
explore el concepto de funcion en diferentes &mbitos, con distintas representaciones y

realizando diversos procesos.



Figura 13.
Estructura de AVACOM.
Estructura
=l Bienvenidos a AVACOM
Antes de Comenzar. ..
= {Qué es una fundan?
Definicddn de Fundon
Graficas de Funciones
Representaciones de una Funddn
Identificacidn de Funciones
= Actividades Interactivas
éMas Caracteristicas de las Funciones?
iQue coincidan!
Definicidn de Fundones
{Estos Datos Son Reales?
IQué Problemal
Secdon Extra Tratamientos

Seccion Extra Conversiones

Nota. Elaboracidn propia.

AVACOM recibe al estudiante con un mensaje de bienvenida y contextualizacion al
ambiente virtual (Figura 14). EI mena del lado izquierdo se despliega y deja ver cada una de

las unidades.



Figura 14.
Bienvenida AVACOM.
Bienvenidos a AMACOM
A — Bienvenidos a AVACOM

£0ué es una funcidn?

Actividades T =

Este es un Ambiente Virtual de Aprendizaje para potenciar la Comprension del concepto de funcidn matematica
[AVACOM de manera reducida).

;Qué se puede encontrar en AVACOM?

4 ™y

En AVACOM nos centraremos en las Funciones Matematicas como concepto para desarrollar su comprension. Asi
que 32 en este ambiente encontrards, de manera intuitiva en un principio, lo gue es una funcidn. Luego se
encusntra su definicion formal, nos apropiaremos del concepto a través de ejemplos v luego pasaremos a las
diversas reprezentaciones que tiene este concepto.

Pero no sdlo es0, también hay actividades interactivas en GeoGebra, s& incluyen videos y lecturas de apoyo.
ademas de actividades que propician la manipulacion del concepto a traves de las diferentes representaciones y
asi adguirir los conocimientos y desarrollar 1as habilidades necesarias para dominar el concepto.

L o
g} {Quién elabora este recurso?
-

AVACOM es desarrollado por Margarita Ladino Sanchez, estudiante de la Maestria en BEducacion, de la Facultad de
Educacién en la Universidad Surcolombiana. Este ambients virtuzl hace parte del desarrollo del proyecto de
investigacidn hecho durante el transcurso de este programa.

[E<TEREN e publicada con Licencia Creative Commens Reconocimients Compartir iqual 4.6

Nota. Elaboracidn propia.

En la primera seccion, denominada Antes de Comenzar... se contextualiza al estudiante
con la resolucion de problemas, por lo cual habra varios de estos en el desarrollo de las
actividades planteadas. La intencién es familiarizarlos con los procedimientos y las practicas
recomendadas que permitan un proceso mas eficiente: como resolver un problema partiendo
del entendimiento del mismo, la trazabilidad de un plan, la ejecucién de éste y

recomendaciones para la reflexion de los resultados obtenidos (Figura 15).



Figura 15.

Contextualizacion resolucion de problemas.

Antes de Comenzar.

Enfoque en la R

e

-

% 1. Entienda el problema

Mo hay reglas dificiles ni rapidas que aseguren el éxito al resolver problemas. Pero es posible eshozar unos pasos
generales en el proceso de la resolucion de problemas y dar principios que son Otiles para resolver ciertos
problemas. Estos pasos y principios son sdlo sentido comun hecho explicito.

~

-

siguientes:

Piense en un Plan

El primer paso es leer el problema y estar seguro de que ya lo entendic. Hagase usted mismo las preguntas

£Cudl es 13 incognita?
£Cudles son [as cantidades dadas?
£Cudles san las condicionss dadas?

Para cualquier problema es dtil hacer un diagrama e identificar en el mismo diagrama las cantidades dadas y las
requeridas. Por lo regular es necesario introducir una notacidn conveniente Al elegir simbolos para las cantidades
desconocidas, a menudo usamos letras como a, b, ¢ m, n, xy ¥, pero en algunos casos ayuda usar iniciales o
simbolos sugerentes, por ejemplo, V¥ para volumen o ¢ para el tiempo.

s

u Trate de identificar algo familiar

Relacione la situacion dada con un conocimiento
anterior. Examine la incognita y trate de recordar un
problema mas conocido que tiene una incognita similar.

u Use la analogia

Trate de pensar en un problema analogo, es decir, que
sea semejante o que esté relacionado, pero que sea
mas facil que el original. Si puede resolver el problema
similar mas sencillo, entonces esto le podria dar las
pistas que necesita para resolver el problema original
maés dificil. Por efemplo. si un problema contiene

Reflexione y revise

Halle una conexion entre la informacion dada y la incégnita, que le permita calcularla. Muchas veces ayuda
preguntarse uno mismo: “;Como puedo relacionar la informacion dada con la incognita?”. Si usted no ve la
conexion en forma inmediata, las ideas siguientes podrian ser utiles para trazar un plan.

= Intente identificar patrones

Ciertos problemas se resuelven cuando se identifica
que hay un patron. El patrén podria ser geométrico o
numeérico o algebraico. Si puede ver regularidad o
repeticién en un problema, entonces usted serfa capaz
de adivinar qué patron es y demostrarlo.

m Introduzca algo nuevo

Algunas veces necesitara introducir algo nueve —un
auxiliar— para lograr la conexidn entre lo que se tiene y
lo que se ignora. Por ejemplo, en un problema donde un
diaarama es (til. la avuda adicional serfa una nueva

(-]

e

Lo que se hizo ¢Se hizo bien?

Recomendaciones para reflexionar

Al llegar a la solucion, es prudente regresar y revisar, en parte para ver si hay errores y en parte para ver si hay
una manera mas sencilla de resolver el problema. Revisar lo hecho lo familiariza con el método de solucién, lo
cual podria ser (til para resolver un problema futuro. Descartes decia “Cada problema que he resuelto se
convirtié en una regla que sirvié después para resolver otros problemas”. Ilustramos algunos de estos
principios de resolucién de problemas mediante un ejemplo.

Nota. Elaboracién propia.




Para ejemplificar el proceso de resolucion, se plantea una situacion problema que
desafia las ideas contraintuitivas sobre la velocidad promedio y se expone la solucién

considerando los pasos mencionados en la contextualizacion (Figura 16).

Figura 16.

Ejemplo de contextualizacién en resolucion de problemas.
':O:' Ejemplo Problema: Velocidad Promedio =
4 A

Una automovilista sale de viaje. En la primera mitad de la distancia, ella viaja pausadamente a la velocidad de 30
km/h; en la segunda mitad maneja a 60 km/h. ¢Cual es la velocidad promedio en su viaje?

= Razonamiento para el problema | Ver solucion |
Es tentador calcular el promedio de las velocidades y decir que la velocidad promedio de todo el viaje es e e Solucion i iderar con iidado el significado de velocidad
promedio. Se define
distancia recorrida
30 + 60 velocidad promedio = —— ot
= — =d5km/h L tiempo transcurrido
= Introduzca una notacidn Sead la distancia recorrida en cada mitad del viaje. Sean 1, y £, los tiempos trans-

curridos en I primera y en Ia segunda mitad del viaje. Ya podemos escribir la
informaci6n con la que contamos. Para la primera mitad del viaje, tenemos

ngamos que la distancia total recorrida es 120 Establezca 1o que ticne m 30 = 4
ren a 36 km/h, el recorrido dura 2 h. Los segundos 68 Ll

Veamos un caso especial que se calcula con facilidad.

kilometros. Puesto que los primeros 66 k :
y para la segunda mitad. tenemos

kilémetros se recorren a 68 km/h, por lo ura una hora. Por lo tanto, el 7
tiempo total es 2 + 1= 3 horas y la velocidad promedio es @ 60 =5
n
120 Identifique L incognita A la cantidad que nos piden d
/ " R .. _ distancia total 2
5 = A0km/h velocidad promedio de fodo el viaje = oo =
tiempo total n+n
Conacie 1o comoEide con 10 Para calcular idad necesi 1,y £ de modo que resolvemos las
desconocido aciones :
De modo que la suposicién de 45 km/h es errénea. 28 Y Z e swios 'hm"‘“‘d 4
n=< e
(AT ' e
m Ahora tenemos los ingredicntes necesarios para calcular la cantidad descada:

Nota. Elaboracién propia.

De manera resumida, dentro de la primera seccion denominada ¢Qué es una funcién?
Se hace una introduccion intuitiva al concepto de funcién, se presenta dentro de contextos
reales como relacién entre valores de dos conjuntos diferentes de datos y se hace una
aproximacion a las primeras posibles representaciones. Estos elementos van compuestos por

figuras y textos (Figura 17).



Figura 17.
Aproximaciones intuitivas al concepto de funcion.

Bienvenidos a AVACOM
e £Qué es una funcién?

£Qué es una funcidn?

Definicién de Funcidn

Grificas de Funciones En esta seccién se explora la idea de funcion y después se da su definicion matematica

Representaciones de una
Funcién
Funciones en nuestro entorno

Identificacién de Funciones

' ™
En casi todo fenémeno fisico se observa que una cantidad depende de otra. Par ejemplo, la estatura depende de la
edad, la temperatura depende de la fecha, el costo de enviar por correo un paquete depende de su peso (véase

figura 1). Se usa el términa funcion para describir esta dependencia de una cantidad sobre otra. Es decir, se

expresa lo siguiente:

Actividades Inleractivas

m La altura es una funcion de la edad.
m La temperatura es una funcion de la techa.
u El costo de enviar por carreo un paguete es una funcian del peso.

La Oficina Postal de Estados Unidos emplea una regla simple para determinar el costo de enviar un paquete con
base en su peso. Pero no es facil describir la regla que relaciona el peso con la edad o la temperatura con la fecha.

¥
3 80, wivarash | Frangueo (ilares)
H -1 O | 037
s & 4w
Estatura | -] Lew 2 080
{en pies) 3| me L ey 2<w 3 083
< 0 Colersia, MO. i ¢ 1995 daw i 106
i dcu 129
- B L TTRTT TOPR PR PP >
o 5 10 15 0 8 <v| S W 15 20 25 30 Fecha FomG 15
Edad fen aitos)
La estatura es una funcién de la edad. La temperatura s una funcida El franqueo es una funcidn del peso.
Figura 1 de la fecha.

Nota. Elaboracion propia.

Cuando se ingresa a la unidad Definicion de Funcion, se hace una aproximacion tedrica
al concepto, acompafiada de figuras, ejemplos, textos y un video con el cual se aclaran las
caracteristicas propias de una funcién (Figura 18).

Figura 18.
Aproximaciones formales o tedricas al concepto de funcidn.

De manera mas extendida...

4 '

funciones para las cuales os conjunt ¥ & son conjuntos de numeros

mages de x bajo £
dominic de La funcidn. El rango de fes el canjunta de ios valores posibles de cuanda x var

Por io general, se considera

| walor de fen x o L njunto A se L

(i=e lee “fde x° o “fen »* y == llam

través e el dominio,

ex decic

rango de f = {fix)|x € A}

El simbolo que representa un nimero arbifraria en el daminio de una funcion ¢ se lama wariable independiente.

El simbolo que 3 un nimero en el ranga de fse llama vanable dependiente. Asi, si sz escribe ¥ = fx),

entonces xes able independiente y yes le dependienie.

Es i1il considerar una funcidn como una maguina figura 3). %i xesta en el dominia de la funcién f entonces

o una entrada y la maquina produce una salida fixf de

cuando se intraduce & a maquina, es aceptada

puede considerar al dominic come el conjunte ge Las entradas pasibles ¥ al range coma 2|

conjunta de las salidas posibles.

Figura 3 r— i BE—s fix)

Diagrama de maquing de f  emrac d salida

Otra foema de ilustrar una funcian es mediante un diagrama de flechas como en igura 4. Cada flecha conecta

un elementa de A can un elementa de & La flecha indica que fx) se relaciona can x,

e relaciona con a,

etcetera.

Figura 4
Diagrama de Mechas de f F

., 4

Nota. Elaboracién propia.



La siguiente unidad se dedica exclusivamente a la grafica de una funcion. No se aborda
desde el hecho de que es una representacion semidtica, sino propiamente en el proceso de
graficacion: qué es una grafica, como se estructuran las tablas de valores para generar un
gréfico en el plano de coordenadas y como utilizar este para representar una funcion (Figura
19).

Figura 19.
Presentacion y definicion de gréfica de una funcion.

Graficacion de funciones

F '

La grafica de una funcion

Si f es una funcidn con dominio A, entonces la gréfica de f es el conjunto de
pares ordenados

{(x.f(x)) | x € A}

En otras palabras, la grifica de f es el conjunto de los puntos (x, v) tales que
¥ = flx): es decir, la grifica de fes la grifica de la ecuacidn y = f(x).

La grifica de una funcidn fda un cuadro del comportamiento o “historia de vida”
de la funcidn, Se puede leer el valor de f{x) de la grifica como la altura de la grifica
arriba del punto x (véase figura 1),

Una funcion § de la forma flx) = mv + b se llama funcidn lineal porque su gri-
fica es la de la ecuacion v = mx + b, que representa una recta con pendiente m y
v-ordenada al origen b, Un caso especial de una funcidn lineal se presenta cuando la
pendiente ¢s m = 0. La funcidn f{x) = b, donde b es un determinado nimero, se
llama funcidén constante porque todos sus valores son el mismo nimero, a saber, b,
Su grifica es la recta horizontal ¥ = b, En la figura 2 se muestran las grificas de la
funcidn constante f{x) = 3 v la funcidn lineal f{x) = 2x + 1,

i

[x. fixl)
fil
1 L -
al 1 3 ¥
Figura 1

Nota. Elaboracién propia.

Para fortalecer la graficacion de funciones, se integra una actividad interactiva con
GeoGebra, con la cual el estudiante puede manipular una serie de deslizadores y ver como

esta grafica varia en funcién de cada coeficiente modificado (Figura 20).



Figura 20.
Actividad dindmica: tratamiento de representacion semiotica grafica de la parabola.

4 N
A continuacidn puedes interactuar con una funcién cuadratica, explorar como varia su gréafica en funcion de cada
uno de los coeficientes.

i
i

' N
A continuacién puedes interactuar con una funcion cuadrética, explorar como varia su grafica en funcion de cada
uno de los coeficientes.

!
f

Nota. Elaboracién propia.

La unidad siguiente, Representaciones de una Funcion, es una de las mas importantes,
pues en ésta, progresivamente, se presentan diferentes representaciones semidticas de
funciones, primero en lenguaje natural, luego en el registro algebraico, en el tabular y en el
grafico. Con esto se generan los vinculos entre las formas de representar, los tratamientos y
conversiones de representaciones semioticas, cuestion que fundamenta el desarrollo del

conocimiento de los estudiantes (Duval, 1998).



Figura 21.
Relaciones entre registros de representacion semidtica en funciones.

Lenguaje Natural

~
Las representaciones en lenguaje naturales (Verbales) son aquellas en las cuales con palabras, sin practicamente
utilizar simbolos, se hace una descripcion de la relacion que se establece entre los elementos dentro de una
funcion. Por ejemplo, se pueden hablar de |a siguientes funciones:
* Parabola con vértice en el origen y cuyo coeficiente es 1.
+ Semicircunferencia superior con centro en (3, 2) y de radio 2).
« Linea recta que pasa por los puntos (1, 2) y (-2, -1).
Todas estas funciones, las cuales quedan bien definidas sin la necesidad de utilizar simbolos, expresiones
algebraicas, graficas o tablas; sélo lenguaje natural.
| J
Algebraica
~N
La repr ién (o simbdlica) de una funcién, como su nombre lo indica, es aquella en la cual se
utilizan simbolos mateméticos, términos algebraicos por lo regular, para describir las caracteristicas de una
funcién. Con los ejemplos anteriormente dados, podemos escribirlos simbdlicamente de la siguiente manera:
Parabola con vértice en el origen y con coeficiente 1:
fl)=x?
GIF - LaTeX

Tabular

La representacion tabular o numérica de una funcion, es aquella en la cual se relacionan los valores de los
elementos de los conjuntos dentro de una tabla. En una columna se ubican valores de la variable independiente y
en la otra valores de la variable dependiente. Aunque no serfa posible poner tados los valores relacionados en una

funcion continua, por ejemplo, se recomienda poner tantos valores como sean suficientes para que la funcién se
defina. Si continuamos con los ejemplos, tendriamos:

Parabola con vértice en el origen y con ceeficiente 1:

X v
fla)=21 o 0
1 U
GIF - LaTeX =2 14
+3 19
+4 16
+5 125

Grafica

Como se veia en la seccion anterior, la representacion grafica de una funcion se puede construir a partir de su
representacion tabular, marcando los puntos en el plano cartesiano. Aunque con la ecuacion y un software coma

GeoGebra, se pueden representar de igual manera las funciones. Siguiendo con los ejemplos anteriores,
tendremos lo siguiente:

Pardbola con vértice en el origen y con coeficiente 1:

X ¥
fle=s? ° o
=1 1

GIF - LaTeX =2 &
=3 7

=4 16

=5 25

Nota. Elaboracién propia.

Este primer gran bloque finaliza con una seccion dedicada a la identificacion de

funciones por medio de la regla de la linea vertical y su utilizacion por medio de ejemplos.



Con esto se da paso a la seccion de aplicacion, manipulacion, tratamiento y conversion de
representaciones semidticas, en conjunto, son 5 actividades denominadas:
- ¢Mas caracteristicas de las funciones?: se aborda por medio de una actividad

dindmica en GeoGebra las caracteristicas de algunas funciones (Figura 22).

Figura 22.
Fragmento de la actividad ¢Mas caracteristicas de las funciones?
04 'y ~ 35 AN ! ~
wob [\ N i
\ I\ (] rren 1
L Funcion 2 T :
o : D Funcién3 i P
: r] Funcion 4 /ﬁ; 960
@ Funcién 5 I/‘ |
N - :’ ° Fundign & ¢ : ‘ ¢
] . N
| / ™

Nota. Elaboracion propia.

- Definicion de funciones: aqui el estudiante, segun las funciones dadas en los
diferentes registros semidticos (lengua natural, grafico y algebraico) debe encontrar

cual de ellas NO es una funcion e identificarla (Figura 23).

Figura 23.
Fragmento de la actividad Definicién de funciones.
@ ENCUENTRA LA QUE NO ES FUNCION ZY de éstas otras? ;Cual NO es una funcién?

) {2 si0=z>1 A{z 1 si0Z= f(z) =2

si0 >z >1 =0 si0> f(z) =2

Pardbola con coeficiente -3 en la
ariable independiente y con

_vértice en (1, 2)

Rectangulo formado por 4 rectas: |
de (0, 0) a (0, 1), flz) = —3(z—1)%+2
de (0, 1)a(l,2),
de (1,2)a(0,2)y
de (0, 2) a (0. 0).

Flz) V-2l 6z —5+2

Semicircunferencia inferior con
centro en (-3, 2) y radio 2

1\

Nota. Elaboracién propia.



- jQué coincidan!: en esta actividad se le plantea al estudiante una situacion
problema con diferentes funciones representadas graficamente. En este caso, con
ayuda de la aplicacion en GeoGebra que se inserta, debe encontrar la expresion
algebraica que represente la funcion dada en el registro semidtico grafico (Figura
24).

Figura 24.
Fragmento de la actividad jQué coincidan!

Actividades Interactivas

@& Encuentra la Expresion
£Més Caracleristicas de las o
Funciones? ' N

GeoGebra sobre tres funciones diferentes.

Definicién de Funciones A continuacion, encontraras tres graficas que hal
Fijate en los colores para que no te confundas,
iGue coincidan! listo, después de analizar y reflexionar sobre

tan tedas en un misme planc. Una vez estes
ener que buscar la ecuacion que permita
replicarlas. Para ello, en el siguiente recuadro, tienes un espacic en GeoGebra en donde podras ir insertando
funcicnes en forma algebraica y viendo su representacion grafica.

ncio

£Eslos Dalos Son Reales?

'Gué Problema!

Nota. Elaboracidn propia.

- ¢Estos datos son reales?: en esta actividad se plantean varios enunciados
relacionados con las funciones, sus caracteristicas y las diferentes representaciones
semioticas existentes, los estudiantes deben determinar cuéles de ellos son falsos.

- jQué problemal!: en esta actividad también se plantean dos situaciones problemas,
esta vez de aplicacion del concepto de tasas de cambio promedio (una funcion tipica
que permite la introduccion a temas mas avanzados), con la cual los estudiantes
deberan resolverlas con los conocimientos sobre funciones desarrollados (Figura

25).



Figura 25.
Fragmento de la actividad jQué problemal

Actividades Inleractivas

m Tasas de cambio promedio
£Més Caracterislicas de las
Funciones? ' ™

Definicién de Funciones Se esta familiarizado con el concepto de velocidad: si conduce una distancia de 126 kilémetros en dos horas,
entonces su velocidad promedio, o tasa de recorrido, es

iQue coincidant

;Estos Datos Son Reales? 120k: .
“ 22 G0km/h

1Gué Problemal

Ahora suponga que realiza un viaje en automdvil y registra la distancia que recomre cada cierto nimero de minutos.
La distancia s que ha recorrido es una funcion del tiempo £

sit) = distancia total recorrida en el tiempo t

Se grafica la funcién s como se muestra en la siguiente figura.

s (Km)
200+ -
150 Km
100+
L X
/" ——3h—

Nota. Elaboracién propia.

El ambiente AVACOM se exhibe de manera publica en la plataforma itch.io para su
AVAacceso tanto en la implementacidn, asi también como recurso para otros docentes que

lo consideren pertinente en el siguiente enlace: https://margaritaladino.itch.io/avacom.

4.4. Cronograma de Actividades
Para el desarrollo de la investigacion, se organizo cada fase a lo largo de los meses de

desarrollo del posgrado, tal como se muestra en la Tabla 5.


https://margaritaladino.itch.io/avacom

Tabla 5.
Cronograma de Actividades.

Semestre 2022A 2022B 2023A

Fase Mes 01 02 03 05 06 07 08 09 10 11 12 01 02 03 04

Elaboracion de
Anteproyecto

Identificacién de
Elementos Conceptuales
de las Funciones

Anélisis de Conocimientos
Iniciales de los Docentes

Elaboracion AVACOM

Refinamiento del
AVACOM

Implementacién
AVACOM

Anélisis de la Informacién

Redaccion del Informe
Final

Nota. Elaboracién propia.



CAPITULO 5. RESULTADOS, ANALISIS Y DISCUSION

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos del proceso de implementacion de la
propuesta basada en la aplicacion desarrollada AVACOM, el ambiente virtual de aprendizaje
para el desarrollo de la comprensiébn matemaética que se sustenta en el tratamiento y
conversion de representaciones semidticas.

Los resultados se dividen en dos secciones, en la primera se presenta un resumen de la
implementacion de la propuesta, en donde se hace énfasis en la forma en la que recibieron
los estudiantes la herramienta desarrollada, sus percepciones y como la consideraron en
cuanto a su contenido, estructura y presentacion. En la segunda seccidn se hace énfasis en el
desarrollo de la comprensién matematica de los estudiantes, tomando como base los procesos
de tratamiento y conversion de representaciones junto a la visualizacion matematica y asi

evidenciar las fortalezas y debilidades externalizadas.

5.1. Implementacion de la Propuesta

En esta seccidn se inicia con la narrativa del proceso de implementacion de la propuesta
para la comprension de conceptos matematicos en estudiantes de primer semestre de
Licenciatura en Matematicas. Durante cuatro sesiones, se implemento el instrumento con 15
estudiantes, los cuales ain no habian trabajado con el concepto de funciones dentro de sus
estudios universitarios, esta fue su primera aproximacion. Antes de la primera sesion con los
estudiantes, se realizé una ultima revision de los elementos integrados en la plataforma por
parte del docente encargado del curso. Con ello se aseguré la inclusion de los elementos
pertinentes y la correccion de pequefios errores de tipeo en algunas secciones. Por ejemplo,

en las representaciones tabulares de las funciones, se agrego una tercera columna en donde



se ubicd la relacion de los dos valores de la variable como f(x,y) un apoyo extra a la

representacion (Figura 26).

Figura 26.
Ultima revision del AVACOM antes de su puesta

escena.

Nota. Elaboracion propia.

La revision del ambiente virtual de aprendizaje por parte de un experto es una practica
comun y altamente recomendada en el campo de la educacion (Morales y Diez, 2020). En
este caso, aunque el docente titular del curso estuvo presente apoyando el disefio del
AVACOM, una ultima revisién detallada permitio pulir pequefios detalles. Con esta revision
se busco evaluar la calidad y pertinencia del material educativo para los estudiantes y su
capacidad para cumplir con los objetivos de aprendizaje deseados. La retroalimentacion del
docente ayudo a identificar detalles menores en el disefio del ambiente y sugerir mejoras para
aumentar la eficacia del aprendizaje.

5.1.1. Concepciones y Percepciones de los Estudiantes frente a AVACOM

En la primera sesion se les hizo la presentacion de la herramienta, indicando que con
ella se abarcaria la totalidad de la tematica (Figura 27). Las indicaciones, como se describio
en el disefio metodoldgico, fue que realizaran su exploracion, se fijaran en los elementos que
se integraban en el ambiente virtual y elaboraran un video describiendo el AVACOM vy
destacando las caracteristicas que consideraran mas relevante, asi como las falencias o

elementos que creyeran eran necesario integrar.



Figura 27.
Presentacion de AVACOM.

Nota. Elaboracidn propia.

Los videos obtenidos por los estudiantes fueron enviados por correos o subidos a
plataformas como YouTube. Algunos de ellos presentaban a los estudiantes en pantalla, junto
al AVACOM, otros utilizaron recursos extras para mejorar su presentacion y otros fueron
capturados desde la version de movil; algunas capturas de estos pueden observarse en la
Figura 28 (aunque en el material original puede verse el rostro y nombre de los participantes,
ademas de que éstos los mencionan en los videos, se han censurado en las imégenes aqui
dispuestas asi como en la transcripcion de los audios). Este material se organiza, comprime

y presenta en el Anexo B.



Figura 28.
Fragmentos de videos elaborados por los estudiantes.
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Nota. Capturas de algunos de los videos presentados por los estudiantes, se censuran nombres y rostros de los
estudiantes en pantalla para proteger su privacidad.

Los audios de los videos fueron transcritos y analizados para extraer informacion
relevante sobre las concepciones y primeras impresiones de la herramienta. En la Figura 29
pueden observarse una nube de palabras generada con el discurso de los estudiantes en los

videos donde hablaron al respecto de como les parecia el ambiente virtual de aprendizaje.



Figura 29.
Nube de palabras de las concepciones y percepciones sobre AVACOM.
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Nota. Elaboracion propia.

Como se observa, es claro que para los estudiantes el principal concepto manejado en
el ambiente virtual es el de funciones, lo cual es lo esperado. Sin embargo, a pesar de usar
practicamente la misma cantidad de representaciones semidticas de diversos registros
(figurales, tabulares, algebraicos y verbales) del concepto de funcidn, la que mayor presencia
tiene en su discurso es la grafica. De hecho, la representacion tabular es mencionada so6lo
por dos estudiantes en frases como “[...]nos muestra los ejemplos de como tabular y graficar
la funcion [...]” o “[...] y por altimo pues nos enseflan a como tabular las funciones dadas

[...]” (Transcripcion Video 3, p. 3). Solo uno sefiala el sentido de esta representacion



semiotica “[...] la representacion tabular, que es donde la funcion se presenta en una tabla
con base de entrada y salida.” (Transcripcion Video 4, p. 3).

La relevancia de la representacion grafica frente a otras podria indicar una predileccion
por la misma de parte de los estudiantes. Un estudiante podria preferir la representacion
gréfica de una funcion a la representacion tabular de la misma por varias razones. En primer
lugar, la representacion grafica permite una visualizacion mas clara y rapida del
comportamiento de la funcién en un intervalo determinado. Esto puede ayudar al estudiante
a comprender la relacion entre la variable independiente y la variable dependiente de la
funcién de una manera mas intuitiva (Calderon et al., 2018). Ademas, la representacion
gréfica puede mostrar patrones y tendencias en los datos que pueden no ser evidentes en una
tabla de valores. Por otro lado, una tabla de valores puede ser mas adecuada para realizar
calculos y obtener valores numéricos precisos, pero si el objetivo del estudiante al momento
de estudiar las funciones no es éste, puede ser que se deje de lado.

Este hecho puede abonar a la explicacion del éxito de herramientas como GeoGebra
frente a otras como Excel, ain cuando existan metodologias que integran ambos softwares
en la ensefianza de manera efectiva, las potencialidades mas inclinadas hacia el registro
gréafico que al tabular de el primer software frente al segundo pueden ser un aspecto decisivo.
De igual manera, las facilidades para la manipulacion de datos tabulados de Excel inclinan
la balanza hacia su uso cuando se pretende la realizacion de calculos y modelado con grandes
conjuntos de datos (Flehantov y Ovsiienko, 2019).

Algo similar pasa con la representacion algebraica del concepto de funcion, su
presencia en las percepciones del estudiante al explorar el AVACOM son apenas anecdoticas.
Los estudiantes mencionan, por ejemplo, que es el lenguaje en que se expresa la funcién

“[...] el lenguaje en el cual se expresa la funcion, en este caso el lenguaje algebraico [...]”



(Transcripcion Video 5, p. 4) o “[...] el lenguaje que se utiliza, la algebraica [...]
(Transcripcion Video 1, p.1). Resulta interesante sefialar que dentro del discurso del
estudiante del Video 2 (transcripcion p. 3), se sefiala que la representacion del concepto de
funcion en el registro algebraico es “[...] donde se expresa mediante una férmula
Matematica.”

La poca relevancia en el discurso de los estudiantes de la presencia de esta
representacion en el AVACOM suscita nuevamente la misma discusion anterior, sin
embargo, en este caso, con un atenuante, pues la representacion algebraica es la mas usual o
comunmente utilizada, lo cual podria hacer que fuera predecible o esperable su presencia y
gue no generara ninguna reaccion, lo cual es lo que podria implicarse de su discurso. Esto
puede extenderse a la representacion en el lenguaje natural, pues los estudiantes lo observan
como algo comuin “[...] lenguaje natural, o representacion verbal, donde la funcidon se
describe en palabras.” (Transcripcion Video 4, p. 3).

El Gltimo aspecto para sefialar sobre el discurso de los estudiantes y estas primeras
percepciones sobre el AVACOM es la presencia de los ejemplos y la explicacion o solucion
de los ejercicios.

El uso de los ejemplos como método para concretar elementos y procesos abstractos
en la ensefianza ha sido utilizado de manera intuitiva por los docentes a lo largo de la historia,
pero su inclusién en la praxis pedagogica tiene su fundamento en la contextualizacion de la
utilidad de lo que se aprende y se han ubicado como herramientas centrales en algunos
modelos y métodos de ensefianza (Zapatera, 2020). En la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas, en particular, cuando se realiza el proceso de transposicion didactica del saber
sabio al saber ensefiado, de acuerdo con Chevallard (citado por Mendoza, 2005),

implicitamente se habla de la concrecion, de la generacién de utilidad, de transformar el



conocimiento matematico abstracto en elementos tangibles para el estudiante. La forma
comun de hacer esto es usar ejemplos de la aplicacion del concepto, ain cuando se realice
sin salirse del campo de las matematicas.

Que para los estudiantes la presencia de estos ejemplos en el desarrollo de la tematica
tenga una alta relevancia (evidenciada por la presencia de éste en su discurso) refuerza la
necesidad de su inclusion en disefios de herramientas similares al AVACOM. Los estudiantes
mencionan cuestiones como “[...] podemos mirar a continuacidon algunos ejemplos para
entender mejor esto.” (Transcripcion Video 3, p. 2); “[...] nos muestra un ejemplo y pues
como resolverlo y al final pues no muestra la solucion al problema y nos la explica paso a
paso, lo cual es muy bueno.” (Transcripcion Video 6, p. 5); 0 de manera mas efusiva incluso
“[...] yo creo que los ejemplos fue una idea fantastica de la persona que cre6 esta pagina web
[...]” (Transcripcion Video 7, p. 6),

Los ejemplos les permiten visualizar como se aplican los conceptos y como se
resuelven los problemas. Ademas, los ejemplos pueden ser utilizados como modelos a seguir
para que los estudiantes puedan resolver problemas similares por su cuenta. En general, los
ejemplos proporcionan una experiencia practica que facilita la comprensién de los conceptos
matematicos, lo cual, analizando sus reacciones y percepciones, muestra que puede aumentar

la motivacion del estudiante.

5.2. Interaccion de los Estudiantes en el AVACOM

Uno de los motivos principales por los cuales se opto por el uso de un ambiente virtual
para la propuesta de aprendizaje realizada, es la posibilidad de permitir la interaccion del
estudiante a través de actividades dinamicas de la propia plataforma en la cual fue

desarrollado, eXeLearning, y externas como GeoGebra.



Durante las sesiones dos y tres de la implementacion de la propuesta, se abordaron las
diferentes secciones del AVACOM que estaban destinadas a la interaccion de los estudiantes
con las representaciones semioticas. Los estudiantes, gracias al disefio responsivo del
ambiente virtual, pudieron acceder al mismo a través de computadoras y dispositivos maviles
(Figura 30).

Figura 30.
Estudiantes con el AVACOM en computadoras y dispositivos moviles.

Nota. Elaboracidn propia.

El disefio de las actividades permitia el desarrollo de las mismas en el AVACOM
propiamente, pues se integraron los applets de GeoGebra incrustados y las herramientas de
eXeLearning se ejecutan en la misma pestafia. Se observé sin embargo, que en ocasiones los
estudiantes utilizaban papel y lapiz para el desarrollo de algunas de las actividades, ademas,
algunos de ellos recurrieron a fuentes externas de informacién como YouTube, a pesar de
que, al parecer del investigador, toda la informacién necesaria sobre las funciones se

encontraba en el AVACOM, pues su disefio es autocontenido, caracteristica indispensable



para considerarlo como herramienta suficiente para el aprendizaje de un concepto (Kurilovas

etal., 2014).

Figura 31.
Estudiantes con el AVACOM en computadoras y dispositivos moviles.

[N
Nota. Elaboracién propia.

Debido a las limitaciones que supone el texto escrito en el que se presenta este trabajo,
no es posible mostrar a través de él la forma en la que los estudiantes interactuaron con las
actividades dinamicas de GeoGebra. En la Figura 32 se muestran algunas capturas tomadas

como parte del Video 3 que se encuentra en el Anexo B.



Figura 32.
Interaccién de Estudiantes en Actividades con Dindmicas en AVACOM.
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Nota. Elaboracién propia.

Como es sabido, GeoGebra es un software libre y gratuito que combina geometria,
algebra y calculo en una sola herramienta. Estas caracteristicas, como la capacidad de
representar visualmente objetos geometricos, manipular expresiones algebraicas y realizar
calculos matematicos, lo han posicionado como en una herramienta versatil y poderosa para

el aprendizaje de conceptos matematicos (Garcia e Izquierdo, 2017). Dado que GeoGebra



permite visualizar y manipular objetos matematicos de forma interactiva, ha sido
ampliamente utilizado por investigadores en matematica educativa para estudiar el
aprendizaje de conceptos matematicos. En particular, los investigadores han utilizado
GeoGebra para disefiar actividades de ensefianza y aprendizaje que fomentan la exploracion,
la experimentacion y la resolucion de problemas a través de todos los niveles académicos

(Ziatdinov y Valles Jr, 2022).

Figura 33.
Applet destinada a la manipulacién de representaciones graficas de funciones.

Nota. Fotografia tomada durante el desarrollo de la sesién a la pantalla de uno de los computadores de los
estudiantes. En ella se observa como el estudiante, con el ejercicio a la izquierda y GeoGebra a la derecha, usa
los deslizadores para tratar de encontrar la funcion polinémica de tercer grado.

La sencillez y versatilidad del software han demostrado ser efectivas para mejorar la
comprension de conceptos matematicos complejos y para fomentar el aprendizaje activo
entre los estudiantes. En conjunto, las caracteristicas de GeoGebra lo hacen una herramienta
indispensable para cualquier docente que quiera mejorar el aprendizaje de sus estudiantes en
matematicas (Wassie y Zergaw, 2018).

La implementacion en el AVACOM de GeoGebra se basé en applets interactivos y
actividades para desarrollar en ellos. Plasmar esta interaccion en texto no permite representar

completamente las formas en las cuales se realizaba la interaccion de los estudiantes (Figura



33), es por esto por lo que se extrajo un fragmento de video y se subio en el siguiente enlace

https://gifyu.com/image/SdARMR para su visualizacion. EI AVACOM incorpora estos

elementos que permiten interactuar con las representaciones semioticas graficas y algebraicas
de las funciones, lo que favorece la comprension del concepto a través del tratamiento y

conversion entre registros.

5.3. Analisis de Comprension Matematica

Ahora bien, enfocandonos en la seccion final del AVACOM, se dispusieron dos
actividades con un caracter evaluativo que se basaron en tratamientos y conversiones de
representaciones semidticas. Cada actividad contaba con tres items, los cuales presentaban
una situacion acompariada de diferentes representaciones semiéticas de alguna funcion y se
elaboraron un conjunto de preguntas con las cuales se busc6 que los estudiantes evidenciaran
sus habilidades para hacer tratamientos y conversiones.

5.3.1. Tratamiento de Representaciones Semidticas

Para el anélisis de los resultados de los estudiantes en los items de esta actividad, se
hace una breve presentacion de la actividad y se retomaron las respuestas que dieron los
estudiantes y que se pueden encontrar organizadas y presentadas en el Anexo C.

Actividad: ¢De cuantas formas se podra?

En esta actividad se presentd una expresion algebraica de una linea recta que fue tratada
de tal manera que se viera mas compleja de lo que realmente es, sumando y dividiendo
algunos términos, igual que operando con radicales (Figura 34). Se hicieron tres
cuestionamientos a los estudiantes:

e Primero, para evaluar si efectivamente la expresion correspondia a una funcion.


https://gifyu.com/image/SdRmR

e Segundo, si era posible escribirla algebraicamente de otra forma, en la basqueda
de los tratamientos que pudieran realizar.
e Tercero, una pregunta para replantear su proceso, que evaluara su habilidad

para realizar tratamientos y decidiera si era la Unica forma de hacerlo.

Figura 34.
Primer item de la actividad de tratamientos en AVACOM.

¢:De cuantas forma se podra?
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Considera la siguiente expresion:

Ahora reflexione,
1- ¢Es una funcion?
2- ;Es posible escribirla algebraicamente de alguna otra manera?

3- Si es asi, ¢De cuantas maneras podria reescribirse?

\ )

Nota. Es posible ver cémo la expresion presentada en la actividad es equivalente (con excepcion al dominio) a
lalinearectay = x + 3, la intencion de esta presentacion compleja era precisamente que el estudiante realizara
el tratamiento correspondiente para llegar a otra forma dentro del mismo registro.

Algunos ejemplos de respuestas que los estudiantes dieron se pueden observar en la
Figura 35 . Como puede notarse, hay respuestas elaboradas a mano por los participantes, a
pesar de que contaban con una computadora en el momento de su realizacién. Aunque se
dejo a la decision de los mismos el formato, se cuestiond la falta de uso de la tecnologia,
teniéndola a disposicion.

Existen varias posibles explicaciones para que algunos estudiantes hayan decidido
desarrollar las actividades a mano en lugar de utilizar las opciones tecnoldgicas a su
disposicion. En primer lugar, es posible que algunos estudiantes no se sintieran comodos

utilizando el software y prefirieran trabajar de la manera tradicional con lapiz y papel. Es



importante recordar que la adopcion de la tecnologia puede ser un proceso gradual y que
algunos estudiantes pueden necesitar mas tiempo para adaptarse (Urquidi et al., 2019).

En segundo lugar, puede ser que algunos estudiantes hayan encontrado mas eficiente
trabajar a mano, ya que pueden hacer dibujos y anotaciones rapidamente y de forma flexible
en comparacion con el software. Si bien es cierto se ha comprobado a lo largo de la
investigacion del uso de GeoGebra en el aprendizaje de las matematicas que resulta mas
eficiente que su contraparte con papel y lapiz, esto requiere el dominio previo del software
(Pérez et al., 2022). Por lo tanto, si los estudiantes estaban mas acostumbrados a trabajar con
papel y 1apiz, lo cual puede ser asi ya que son alumnos de primer semestre, recién egresados
de bachillerato donde el uso de la tecnologia no suele tener una gran presencia, puede resultar
factible que consideren esta forma tradicional mas eficiente.

En tercer lugar, es posible que algunos estudiantes hayan encontrado la tecnologia
demasiado limitada para sus necesidades especificas, o que simplemente prefirieran la
sensacion tactil del papel y el lapiz. Estas percepciones y sensaciones son cominmente
retratadas en las investigaciones donde se muestra la resistencia al uso de la tecnologia en el
sector educativo, no s6lo por estudiantes, sino por docentes, en donde sus costumbres o
preferencias superan las razones que existen para la implementaciéon de las herramientas
digitales (Mercader, 2019).

En general, es importante tener en cuenta que los estudiantes tienen diferentes estilos
de aprendizaje y preferencias en cuanto a las herramientas y métodos de estudio. Es necesario
tener opciones y flexibilidad en la metodologia de trabajo para que los estudiantes puedan
encontrar la que mejor se adapte a sus necesidades. En este caso, es posible que fuera
beneficioso para los estudiantes que no se les limitara la forma de trabajar, ya fuera con papel

y lapiz o con la tecnologia, segln su preferencia.



Figura 35.
Respuestas al segundo item de la actividad de tratamientos en AVACOM.
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1. ¢Es una funcion?
Rta: La expresion dada si es una funcion.

2. ¢Es posible escribirla algebraicamente de alguna otra manera?
Rta: Considero que si es posible escribirla algebraicamente de otra forma

3. Sies asi, ¢De qué cuantas maneras podria reescribirse?
Rta: pienso que podria ser de la siguiente manera:

y=x+3 (x>3)
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Nota. Las capturas mostradas aqui son fragmentos de las respuestas de algunos estudiantes, las respuestas
completas pueden verse en el Anexo C.

Con respecto a la caracterizacion de la expresion algebraica como una funcion, todos
los estudiantes respondieron que efectivamente era una funcidn, pero sus razonamientos para

llegar a dicha conclusion variaron entre si. En la subseccion Identificacion de Funciones, de



la seccion ¢Qué es una funcidén? en el AVACOM, se describi6 el método de la Prueba de
Linea Vertical (Figura 36), y se incluyé una actividad interactiva de identificacion de
funciones con su respectiva realimentacion, sin embargo, esta prueba requiere que los
estudiantes realicen la gréfica de la funcion y ninguno de ellos optd por representar en el

registro grafico la expresion dada.

Figura 36.
Prueba de la Linea Vertical - AVACOM seccidn ldentificacion de Funciones.

Prueba de Linea Vertical
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La prueba de la linea vertical se puede usar para determinar si un gréfico representa una funcién. Una linea
vertical incluye todos los puntos con el valor de entrada de x. El valor y de un punto donde una linea vertical se
cruza con un grafico representa una salida para ese valor de entrada x. Si podemos dibujar cualquier linea
vertical que interseque un grafico mas de una vez, entonces el grafico no define una funcién porque ese valor
x tiene mas de una salida. Una funcidn tiene solo un valor de salida para cada valor de entrada x. El de un punto
donde una linea vertical se cruza con un gréafico representa una salida para ese de entrada.
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Nota. Elaboracién propia.

Uno de los argumentos de los estudiantes fue la presencia de las variables x e y dentro
de la expresion, lo cual, segln ellos hace que esta expresion corresponda a una funcion. Al
cuestionarles durante la sesion si esto significaba que, en una expresion en donde en lugar de
y apareciera f(x), seguiria siendo una funcién o no, los estudiantes indicaron que era lo
mismo, es decir, que f(x) = y, con lo cual resultaria, para ellos mismos, que las letras que
aparecen en la representacion son irrelevantes, lo que es contradictorio con el razonamiento
plasmado. Esto podria indicar que la conceptualizacién del objeto matematico funcién, como

relacién entre variables que cumple ciertas caracteristicas la estan ligando s6lo con la



presencia de dichas variables (algo que, efectivamente, mas adelante se vera con mayor
claridad), dejando de lado sus caracteristicas.

Otro de los resultados Ilamativos, demuestra que efectivamente hay estudiantes que si
conceptualizan de manera correcta el objeto. Transcribiendo la respuesta del uGltimo
estudiante de la Figura 36, “Si porque es un resultado asociado a un valor que se puede
obtener por medio de las operaciones aritméticas”, es posible ver que, si bien no es del todo
acertada la argumentacion que da, se vislumbra la idea de asociacion entre valores, en este
caso, derivados de operaciones aritméticas.

Desde las investigaciones en educacion matematica es importante destacar que, los
errores conceptuales sobre el concepto de funcion han sido trabajados en innumerables
publicaciones y suelen asociarse a falencias en la ensefianza o aprendizaje. En el primer caso,
la orientacion del docente es la protagonista, una presentacion incorrecta o poco clara del
concepto de funcidn de parte del docente durante su praxis, deriva en un pobre entendimiento
de las caracteristicas del concepto (Ay, 2017). En el segundo, se describe que el estudiante
ha concebido de manera superficial el objeto matematico, identificando s6lo elementos
aislados y sin establecer las relaciones pertinentes entre estos, por ejemplo, el hecho de que
se presenten variables sin que se establezca la relacion inmersa entre ellas (Ozkan y Unal,
2009).

Teniendo en cuenta que la orientacion recibida por el estudiante se basé en lo plasmado
dentro del ambiente virtual y que esto estd correctamente presentado y se profundiza en la
definicion y caracteristicas de la funcidén, puede considerarse que fue esta falta de
compromiso en ahondar en el aprendizaje del concepto de parte de los estudiantes. Si éste
fuera el caso, existen diversos motivos que inciden en la falta de compromiso de parte de los

estudiantes (Fernandez, 2018), entre algunas podemos destacar:



e Falta de interés: El estudiante no esta interesado en el tema o en el curso en si. En este
caso, es posible que el estudiante no se sienta motivado para aprender y por lo tanto
no se comprometa con el proceso de aprendizaje. Sin embargo, desde el punto de vista
de la investigadora, los estudiantes seleccionaron la carrera de Licenciatura en
Matematicas por su propia conviccion, de donde puede implicarse que tienen interés
en el desarrollo de sus conocimientos en ella.

e Falta de habilidad: El estudiante puede sentir que no tiene las habilidades necesarias
para entender el concepto o para aplicar lo que ha aprendido, en este caso, puede
sentirse frustrado y desmotivado. Aunque no se evidenciaron expresiones de
frustracion de parte de los estudiantes, es probable la existencia de ésta.

e Problemas personales: El estudiante puede estar experimentando problemas
personales o emocionales que estan afectando su concentracion y capacidad de
respuesta académica. Aunque no es un aspecto que se relaciona con el ambiente
virtual, es necesario considerarlo pues puede llegar a afectar el desempefio de los
estudiantes.

e Falta de apoyo o recursos para aprender: Si el estudiante no siente que tiene acceso a
la ayuda que necesita para comprender el concepto, puede ser menos probable que se
comprometa con el aprendizaje. Considerando que la propuesta de trabajo se basa en
un nivel considerable en el trabajo auténomo del estudiante, si éste no esta
acostumbrado a dicha dinamica, puede sentirse que el proceso lo supera.

Por otro lado, con respecto a la segunda y tercera pregunta del item 1, se busco que el

estudiante abordara el tratamiento de la expresion algebraica en cuestion:

Jy=5 Vx+3-V25
4 V16




El estudiante podria ir operando los elementos dentro de la expresion hasta reducirla a

su minima forma explicita:
y=x+3

Como se observa en las respuestas, hay varios de los estudiantes que sefialaron esta
ultima forma como solucion a la pregunta. Aunque también se presentaron algunos que se
quedaron en pasos intermedios como:

T VET3=0

Este estudiante en particular utiliz6 una herramienta en linea llamada Symbolab, con
la cual, al escribir la ecuacion, le dio esta otra forma de la misma.

Con esto se observo que efectivamente los estudiantes fueron capaces de hacer
tratamientos a la representacion semidtica de esta funcion dentro del registro algebraico. Sin
embargo, cuando respondieron la tercera pregunta (¢De cuantas maneras podria
reescribirse?) sus respuestas indican, en algunos casos, un dominio limitado de este proceso.
Por ejemplo, algunos mencionan que solo de dos formas es posible reescribirla, y dan de
ejemploy = x + 3,y, x = y — 3, considerando que la primera expresion algebraica dada en
la actividad misma ya se configura como una forma, con éstas dos tendrian tres formas como
minimo. También mencionan “Si es posible ya que se le puede cambiar las letras e
intercambiar la igualdad”, y se especifica “Se pueden cambiar las letras de 23 maneras y la
igual de dos maneras distintas, y de mas formas”. Si bien es cierto esto es una forma de
tratamiento de la representacion, no es una concepcion del todo completa, pues no se toman
en cuenta las posibles operaciones que se pueden aplicar a la funcion para alterar la

representacion sin que se afecte la relacion entre las variables.



De atras hacia adelante
En esta actividad se presentd una funcion polindmica de segundo grado de manera
factorizada como un binomio al cuadrado (Figura 37). La intencién de las preguntas fue
generar la reflexion de los estudiantes sobre los distintos tratamientos que tendrian que
hacerse a la expresion de tal manera que un estudiante hipotético tuviera que realizar un

numero especificopasos para llegar a la forma reducida.

Figura 37.
Segundo item de la actividad de tratamientos en AVACOM.

De atras hacia adelante

4 Ty

Como futuro docente, debera preparar a sus futuros estudiantes para la realizacion de procesos algebraicos de
tratamiento de representaciones. Si posee una expresion reducida como:

y=(z+3)

GIF

Reflexione:

1- ¢Como podria escribirla de tal manera que sus hipotéticos futuros estudiantes tuvieran que tratarla
algebraicamente para llegar a la expresion simple en 3 pasos como minimo?

2- ;Seria mas complicado para su hipotético futuro estudiante si en lugar de 3 pasos, tuviera que hacer 5 pasos
para reducir la expresion? ;Seria lo mismo que con 37?

3- ;{Reside el nivel de dificultad de la reduccion de la expresion en la cantidad de pasos que debe dar?

\, 7

Nota. En esta actividad se profundiza en el analisis del proceso de tratamiento, mas que en su ejecucion.

Algunas respuestas dadas por los estudiantes pueden observarse en la Figura 38 . Entre
estas pueden observarse que, efectivamente, los estudiantes en este item demostraron sus
capacidades para realizar tratamientos a la representacion semidtica dentro del registro
algebraico, tanto para proponer tres pasos como cinco.

Los estudiantes, en su desarrollo, optaron por expandir el binomio y luego sugirieron
que deberia plantearse asi no mas, con su desarrollo. Esta solucion es valida, por supuesto,

sin embargo, cuando se les solicitd reflexionar al respecto de un tratamiento para la misma




representacion de tal manera que costara cinco pasos para volver a la original, consideraron
que el estudiante hipotético hiciera otro proceso diferente, con la misma expresion producto
del desarrollo del binomio. Esto implica que, los estudiantes no concibieron su tratamiento
de la representacion semiotica original con base en los pasos, sino que lo basaron en el

proceso para volver.

Figura 38.
Respuestas al segundo item de la actividad de tratamientos en AVACOM.

De atrds hacia adelante

De atrds hacia adelante.
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3. Para muchos estudiantes esto realmente si representa una dificultad , ya que al

* Yo digo que seria mas fcil, ya que al hacer mas pasos se explica mas detalladamente tener que resolver una funcién con menos pasos, no todos cuentan con la

+ Una persona con mayor experiencia y conocimientos siempre tiende a hacer las cosas capacidad de realizarlo de esta forma ya que muchos estdn acostumbrados a
en menos pasos

realizar paso por paso.

A Treen

5 2. Sevd waas Complito do pases So Wi pe \,’"(" ('(“'"(Q'
j. (/(\ :) L Q"J\l‘(lr"( 5\ =) Yoy kp L:LL ”U Lnt_'\ g/JrJ;b (U "V‘I -\.
\ scecibiielal de (bl vnclocey 1gok ISuE Wipetdhiae | |v.iciacn 5> Pacs cediueat  \do |cdpre s
| 7 \‘L '.‘U\ J;:\u\(*t«h S Gn | G t‘m“wlﬁ ﬂm"-bﬁ\%(\cﬂb (‘V‘,g don (3T
(V) erivc 0
Pe leger o4 | 9pprsiop Yorvinst A 1 S ve a\ | ealk TS XN l M’(L)cr cf)“f{? uﬁ‘l(‘c’( :‘\
| lopkt &\ Wl i A hace« tor (VAN i
Crica X \3) \6 ghfencmor tvedion Confaodiije @ o o - 0
\Fq hp T Al L e feace \f SR DR N SE A P Py iR
rocerd |(d 1 e
| Loy e dmce on G
SHI6X + 9. b 4 = Qe \Lc el wiel <L\_ (‘\(4 ollad | e ([u‘
(,\ 9.2 350 ‘. ! (‘“1L1t(_n en Lo canhded & e Groel 2 | debe
fxl\ﬁx AL a =1 Db kil Brod 1 lwo, v | dyide /U,\lurk(.uc:}:
—x(X¥3) + 3¢k D | et I s \or s hdindas porey \. (\\OL'\\. alodno-/ se (o fecili
‘ ‘ | |4 1 \\L(c\ [EERT NN Cur\“ Pror | pory ¢ guc urrw
= (x[t3) Ckk DD Lodedd 1 ‘ [ t : 2L %LLL Ll n\*‘k' L | o )|Lf\,.or jc
:‘;XW)L O e 0 0 0T , k\ i '~\ v
= [
D wlunw
0: alvay hakia | .de ‘ 6$‘+q

= 9= y,

@‘\j,(x -46\'-)""“
By )c‘*”)t*/e‘"/
@d"“”’) i

o - 3-_('Y-!%)

o 1ejpecto o \a c«mo\e\)’;lacl

L . ‘ol VOl wsMOEELy % oiopoa e\
%,.m' d;"'(';‘au c,auctia@eov ‘:)Q“ ”l,)e’padu's ejxol m J"@“\
deJ‘mvo\lﬂ\ el P\}e‘c'(e‘h S | Ppajos, pepondo 1

oy dq}a“aig‘\ge e foarte v 07‘9“1“33"'
e Jiv ej\a —

S g ¥ e+ d ' ! -
:1 x 471"’5%*’C I =
s
ARSI EREE S

\\)" (v +3)*

ki . L4
o) Bl nivel  de R Hoted r"lv’f] ogu Ufé
efivdiamey; pova  algun® ) 1: 1 vdw(\ ?epmo
Qﬁf‘olnf" / en Potoy " { '.“": ¢ 1 é\ FEs o
Yoodp g \g  posilelicuc) 9 que ohoj d'im:oqu .
fodo doporde  de) 1@ i) A Codepa o )

Op 1o
OWrm§ N uiejos "!7 ‘l\‘““"'"d‘{%e“ 1
; C)\oi‘mf‘ la seyales |de| L0 MHBEOW

02 100\ o) ,

Nota. Las capturas mostradas aqui son fragmentos de las respuestas de algunos estudiantes, las respuestas
completas pueden verse en el Anexo C.



La misma representacion para dos procesos diferentes:
y=x*+6x+9
La diferencia, en la cantidad de pasos, segun las evidencias de las reflexiones de los
estudiantes es que el estudiante en lugar de hacer el proceso de factorizacién de la siguiente
forma:

y=x24+6x+9->y=((x%24+6x)+9->y=(x+3)2+9-9->y=(x+3)?
1 2 3

Lo hicieran:
(Dy=x*+6x+9
2Q)y=x*+3x+3x+9
B)y=x?+3x)+(Bx+9)
4y=x(x+3)+3(x+3)
(5)y = (x +3)?
Ahora bien, cuando se les cuestiona sobre la dificultad que tendria la ejecucién de tres
0 cinco pasos para el tratamiento de la representacidn en el registro algebraico, sus respuestas
dejan ver que consideran que la dificultad no esta en el tratamiento de la representacion, sino
en el conocimiento de quien desarrolle el proceso: “El nivel de dificultad varia segln los
estudiantes; para algunos la reduccién de la expresion |[...] es dificil pero puede existir [...]
que otros digan que no. Depende del rendimiento académico”; “Seria un poco mas facil” (al
referirse a tres en lugar de cinco) “ya que al trabajar con menos pasos, menos procedimientos
tenderia mas a confundirse [...] no todos cuentan con la capacidad de realizarlo de esta
forma”; “Una persona con mayor experiencia y conocimientos siempre tiende a hacer las

€Osas en menos pasos’.



En realidad, cuando se realizan tratamientos a representaciones semioticas dentro del
registro algebraico, no es relevante la cantidad de pasos que se involucren en el proceso, eso
depende exclusivamente de la capacidad para realizar operaciones mentales por parte del
individuo quien realice el tratamiento (Presmeg, 2016). La dificultad, sin embargo, podria
derivarse de la forma en la que se presente la representacion semiotica en el registro
algebraico. Por ejemplo, si en lugar de darle al estudiante la funcién:

y = (x+3)2

Se le entrega como:

\/} = |x + 3|

Aunque parezca igual de simple, genera en los estudiantes una sensacion de
complejidad mayor que tener el polinomio desarrollado, esto se debe a la inclusion del valor
absoluto y el radical dentro de la expresion algebraica, operadores cuyo nivel de dificultad
asociado es mas alto segun lo narran algunas investigaciones (Ramirez y Zufiga, 2019;
Demetgil y Baki, 2020; Adinda et al., 2021). Aunque el objetivo de la actividad no era que
los estudiantes llegaran a esta representacion semioética especifica como forma alternativa de
reescribir la original, resulta relevante observar que, en sus analisis, el Unico tratamiento que
previeron fue el de desarrollar el binomio al cuadrado. Esto sugiere un nivel bajo de reflexion
en el proceso, lo cual se refuerza al observar las respuestas que dieron cuando se pedia
reflexionar sobre tratamientos con los cuales se necesitaran mas pasos.

¢Son iguales o diferentes?

En el ultimo item de la actividad de tratamientos, denominada ¢Son iguales o

diferentes?, se le presenta a los estudiantes dos representaciones semioticas para una

circunferencia con centro en (3,4) y radio 2 (Figura 39). Las primeras dos preguntas que se



establecen en el item son para comparar las representaciones, la tercera es para reflexionar al

respecto de la existencia de otro tipo de representacion.

Figura 39.
Tercer item de la actividad de tratamientos en AVACOM.

éSon iguales o diferentes?

4 Ty

Observe el siguiente par de graficas:

& e

fry= \_.""4 L (x—4) +3

c: (x—4)’H(y—3)1"=4 g:y=—\_.-":4—(x.—4)2-l-3

1 ] 1 2 3 4 ] ] 0 1 2 3 4 -] 8

Reflexione al respecto de:
1- ¢Representan el mismo objeto matematico?
2- ;En ambas se representa una o mas funciones?

3- ¢Habria otra forma de representar lo mismo?

\, 7

Nota. En esta actividad se profundiza en la manipulacién de la representacion semiética de la circunferencia
dentro del registro gréfico, esto con el objetivo de caracterizar las representaciones usadas y compararlas entre
si.

En la Figura 40 se observan las respuestas que dieron algunos estudiantes a las
preguntas de esta actividad. Con respecto a la primera pregunta, en donde se les pide
responder si representan el mismo objeto matematico, las respuestas fueron variadas y
algunas con razonamientos que vale la pena resaltar. Por ejemplo, la respuesta mas comun

fue que ambas gréaficas representaban el mismo objeto matemaético, una circunferencia, lo



cual, efectivamente, es cierto, sin embargo, considerando que dentro del contexto en el que
se esta trabajando son las funciones, la respuesta correcta deberia ser que no, pues en un caso
se representan dos funciones y en el otro una relacién. Asi lo describe uno de los estudiantes
“Si, ambas figuras representan circunferencias, aunque la diferencia es que la segunda grafica
estd conformada por dos semicircunferencias unidas”. Esto indica que, como se tenia
considerado, algunos fueron capaces de identificar que la segunda grafica es en realidad una
representacion semiotica del objeto matematico en cuestion y no como funciones por
separado. Esto es relevante para nuestro analisis debido a que una de las formas de realizar

tratamientos dentro del registro grafico es subdividir la representacion y presentarlas en el

mismo plano (Duval, 2017).

Figura 40.
Respuestas al tercer item de la actividad de tratamientos en AVACOM.

Son iguales o diferentes

o Si, ambas representan una circunferencia

e enla primera existe una sola funcion que representa toda la circunferencia, en la segunda
existen 2 funciones que representan la circunferencia

¢ Sinos referimos a representar una circunferencia, pueden existir infinitas formas de
representar una circunferencia si utilizamos la formula general para expresar
circunferencias
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Nota. Las capturas mostradas aqui son fragmentos de las respuestas de algunos estudiantes, las respuestas
completas pueden verse en el Anexo C.

También se presentaron respuestas en donde los estudiantes argumentaron usando las

representaciones semidticas algebraicas que estaban incluidas en las graficas (respuesta



inferior izquierda de la Figura 40), sin embargo, el analisis hecho por el estudiante no es
relevante, ni justifica el hecho de decir que se trata del mismo objeto matematico. Esta llama
la atencion debido a que extrae dicha informacidn algebraica anexa de la representacion
gréfica, lo cual puede evidenciar una preferencia al registro algebraico, cuestion que es
contraria con los hallazgos anteriormente mencionados en la Seccién 5.1.1, cuando se
analizaron los discursos de los estudiantes en los videos y que mostraban una predileccion
mayor hacia el registro grafico.

Dentro de las respuestas de los estudiantes a este primer cuestionamiento comparativo
sobre las representaciones graficas también se encontraron algunas en las cuales se evidencia
la falta de comprension sobre el concepto representado: “[...] en el primero se representa un
circulo completo, en cambio en el otro representa un circulo en la mitad para cada funcion”.
Es claro que el objeto matematico representado es una circunferencia, no un circulo; este es
un ejemplo comun de confusion con este par de objetos matematicos que se presenta y, segun
las investigaciones, deriva principalmente de la falta de precision en el discurso del docente
cuando se ensefia y del paso de las representaciones concretas (materiales) a figurales en la
nifiez sin el estudio de las caracteristicas y diferencias entre estos dos (Oller, 2021).

De cualquier forma, los estudiantes, en su totalidad, consideraron que la representacion
grafica de la expresion (x — 4)? + (y — 3)? = 4, representa una funcién, lo cual, como se
mostrod antes, con sélo aplicar la prueba de la linea vertical seria suficiente para notar que no
lo es. Esta problematica sugiere una debilidad en la propuesta desarrollada, pues es evidente
gue no se logré que el estudiante utilizara la informacién integrada, que aprendiera dicha
técnica de prueba, elemento intuitivo y Gtil para caracterizar las representaciones graficas de

las funciones y diferenciarlas de las que no lo son.



Aunque podria considerarse que esto deriva de la estructura del AVACOM, que la
ubicacion de esta informacion se encuentra lejos y en conjunto con otros elementos de la
seccidn donde se integro haciéndola que se perdiera o pasara sin relevancia, lo cierto es que
la técnica vuelve a presentarse como un recordatorio en la seccion donde se encuentran estas
actividades, dentro de la primera actividad interactiva denominada ¢ Méas Caracteristicas de
las Funciones? (Figura 41), haciéndola presente poco antes de ingresar a las actividades en

donde se resolvian estos items.

Figura 41.
Recordatorio del criterio de la recta vertical en AVACOM.
¢Mas Caracteristicas de las Funciones?

Antes de Comenzar...

£Qué es una funcion?

Actividades Interactivas P -
Explora algunas caracteristicas de las Funciones

éMas Caracteristicas de las
Funciones?

4 N

T T Recuerda que...

Definicion de Funciones Para determinar si una regla de correspondencia es funcion, se recurre al Criterio de la recta Vertical Te dejo

unos ejemplos:
iEstos Datos Son Reales?

1Qué Problema! ya

Seccién Extra Tratamientos

Seccion Extra Conversiones /\/

(a,b)

Nota. Elaboracién propia.

Con respecto a la dltima pregunta del item, los estudiantes debian describir si era
posible representar la misma circunferencia de otras formas, es decir, proponer otra serie de
tratamientos de las representaciones semidticas en el registro grafico. Algunas de las
respuestas de los estudiantes dan a entender que en este punto se comprendio el sentido de

los tratamientos, de las funciones que representaban la circunferencia: “podemos hacer



infinitas representaciones de una circunferencia”; “[...] pueden existir infinitas formas de
representar una circunferencia si utilizamos la férmula general para expresar
circunferencias”; o “Si, la podemos representar con los datos especificos y no con las
férmulas como por ejemplo: €(2,1),r = 2”.

En particular, estas dos aseveraciones hablan de la representacion semiotica de la
circunferencia en otros registros (algebraico y simbolico), pero no se refieren a formas de
representarla de manera gréafica. Esto sugiere que los estudiantes no perciben correctamente
el tratamiento de la representacion, pues buscar formas alternativas de representar el mismo
objeto matemaético y lo relacionan con buscar en otro registro de representaciones. Esta
tendencia a realizar la conversion de la representacién en lugar del tratamiento es algo
presente en propuestas similares de uso de representaciones semidticas con otros objetos
matematicos (Galindo et al., 2020; Rodriguez et al., 2021). Ademas, el hecho de que la
representacion hacia la que se inclinaron fuera la simbolica y algebraica, muestra una vez
mas la predileccidn por este registro, lo cual hace pone una vez mas entredicho los hallazgos
de la seccidn anterior en el analisis del discurso realizado.

Profundizando en estas preferencias, Caligaris et al. (2015) afirman que los estudiantes
que poseen un estilo de aprendizaje kinestésico prefieren explorar, manipular y representar
objetos en el registro grafico, pues sus sensaciones al dibujar representaciones gréaficas
promueven la facilidad de su aprendizaje. Ahora bien, considerando que cuando se emplean
los entornos virtuales de aprendizaje, como el AVACOM, se reemplaza esta fuente de
activacion del aprendizaje por una mediada por el software (Salas, 2007), en este caso por
GeoGebra, lo cual cambia la sensacién que experimenta al elaborar una representacion.
Entonces, podria considerarse que, a pesar de que los estudiantes tienen una preferencia por

la representacion grafica, segin lo evidenciado en sus discursos, esta preferencia no se



percibe en sus respuestas porque la forma en la cual se realiza la representacion no generan
las mismas sensaciones que generan la preferencia.

Todo lo anterior permite explicar la previa incoherencia detectada entre sus discursos
iniciales y sus respuestas posteriores, entre preferir el registro grafico y luego utilizar con
mayor inclinacién el algebraico y simbdlico. Ahora bien, considerando que la preferencia
también puede generarse por la familiaridad del estudiante con los registros, y tomando en
cuenta que el registro algebraico o simbdlico suele presentarse en mayor medida cuando se
habla de manipulacion de objetos matematicos, a pesar de los grandes esfuerzos por aumentar
la concrecidn de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas y reducir el manejo
abstracto (Van den Heuvel-Panhuizen y Drijvers, 2014), puede decirse que los estudiantes
prefieren el registro algebraico y simbdélico por su presencia cuando resuelven una actividad
con representaciones semioticas, aun cuando presentan evidencias de que prefieren el registro
grafico en el material con el que se les ensefia y aprenden. Por supuesto, esto tomando en
cuenta que la tecnologia interviene en el proceso, por lo sefialado con las sensaciones.

Este hallazgo genera a su vez una implicacion relevante de sefialarse en cuanto a la
dindmica de planteamiento de actividades cuando se utilizan las representaciones semioticas.
Si se desea que el estudiante realice tratamientos en el registro grafico, por encima del
algebraico o simbdlico, si se tiene interés en que opte por estas representaciones, se debe
tener en cuenta que su trabajo debe asegurar que tenga la misma carga de sensaciones que si
lo hiciera con papel y lapiz. Esto es facilmente argumentable si se toma en consideracién los
buenos resultados de las investigaciones que se basan en las construcciones geométricas con
métodos tradicionales (Cano, 2020; L6pez y Martin, 2020). De igual manera, si se desea que

haya una inclinacion hacia el registro simbolico, algebraico, la familiaridad y presencia de



estas representaciones puede propiciar su inclinacion si las demas representaciones se median
a través de herramientas que no generen las sensaciones mencionadas anteriormente.
5.3.2. Conversion de Representaciones Semidticas

Al igual que con los tratamientos, para evidenciar los procesos de conversion que el
estudiante realiz6 durante el desarrollo de la implementacién del AVACOM se plante6 una
actividad con dos items en los cuales se involucraron diversas representaciones semioticas
de funciones en varios registros de representacion diferentes. Se abordoé el registro tabular,
el algebraico, el verbal y el gréfico, incluyendo tres preguntas en cada item que creaban la
necesidad de reflexionar al respecto de las representaciones semidticas y su conversion entre
registros.

¢ Cual es la mas intuitiva?

En el primer item de esta actividad, se volvio a contextualizar al estudiante como futuro
docente, se presentd una situacién en la cual tuviera que analizar dos representaciones
semidticas (tabular y algebraica) de un mismo objeto matematico, una semicircunferencia
con centro en (3,4) y radio 2. Se les cuestioné al respecto de lo intuitivas que eran estas
representaciones (en el caso de la tabla, se dieron pocos valores y en el caso de la
representacion algebraica, se escribié con radicales) y como podrian decidir sobre qué tipo
de representacion utilizar de tal forma que fuera la apropiada para sus hipotéticos estudiantes

(Figura 42).



Figura 42.
Primer item de la actividad de conversiones en AVACOM.

éCual es las mas intuitiva?
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Como futuro docente, seréd indispensable determinar la forma mas apropiada para presentar un objeto matematico
a sus futuros estudiantes. Las diversas representaciones semidticas pueden ayudarlo en dicha tarea. Observe las
dos siguientes representaciones:

x| v
2] 3 y=1/4—(z—4)%+3
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Reflexione al respecta:
1- ¢Puede identificar rapidamente qué obhjeto matematico esta representado en cada una?
2- ;Puede definir intuitivamente si los objetos representados son iguales?

3- ¢Cudl de las dos representaciones semicticas serian mas apropiadas para ensefiar dicho objeto a sus futuros
estudiantes?

\ v

Nota. En esta actividad se busca la reflexion sobre lo intuitiva o no que puede ser una representacion de una
funcién en un registro de representaciones en particular. La forma en la que se presentaron las representaciones
fue intencionalmente poco intuitiva, pues se buscaba que el estudiante optara por usar otra representacion, que
hiciera una conversion.

En la Figura 43 puede observarse un conjunto de respuestas que algunos estudiantes
dieron a este item de la actividad de conversiones. Dentro de éstas se encuentran dos posturas
claras sobre la intuicion, algunos estudiantes consideran que, efectivamente, las
representaciones ofrecidas sobre la semicircunferencia son intuitivas (la tabla y la expresion
algebraica) y otros consideran que se debid incorporar la representacion dentro del registro
grafico para poder decir que es intuitiva. Esto ultimo, como ya se ha hablado al respecto,
muestra una vez la preferencia por el registro grafico, sin embargo, no es la mayoria, como
se vislumbraba en un comienzo.

Inicialmente resulta sencillo destacar la respuesta del estudiante que incorporo la
conversion de la representacion tabular y representacion algebraica en el registro grafico por
medio del software GeoGebra. Ademas, presenta en sus respuestas que efectivamente las dos

representaciones corresponden con un mismo objeto matematico (semicircunferencia) y



sefala que efectivamente, las dos no son intuitivas, y al respecto describe “No pues tendria
que graficar ambos elementos para asi identificarlo”. EI mismo estudiante hace referencia
que no es facil saber si los objetos representados son iguales, pues “no conozco bien la
formula de la mitad de una circunferencia”. Finalmente, el estudiante acaba escribiendo que
“la mejor forma seria con la grafica” cuando se le pregunta cual de las representaciones
semioticas era mas apropiada para ensefiar dicho objeto, y sigue con “ya después de eso se
podria utilizar la ecuacion y luego la tabla”.

Esta articulacion entre las representaciones de un mismo objeto en diferentes registros
y la inclinacion de ellos al registro grafico por encima de los otros, como ya se ha
mencionado, se ha retratado en diversas publicaciones con variedad de tematicas en las
matematicas (Lozano et al., 2015; Valenzuela y Vigo, 2018). Sin embargo, la argumentacion
que ofrece el estudiante al respecto, de por qué usar la representacion grafica antes que las
otras, esta orientada al reconocimiento o a la percepcion visual, “es mas facil de ver”; “no
conozco bien la formula”; “Si graficamos vemos”; indicando asi que la predileccion por este
registro puede estar dada por la familiaridad con el mismo o por la visualizacion matematica
que pueden realizar, pues esta Ultima se da con mayor facilidad dentro de éste registro (De
guzman, 1996).

En el otro extremo encontramos respuestas de estudiantes muy fuera de lugar, tomando
en cuenta que durante estas sesiones se trabajé con funciones, pues ellos mencionan cosas
como “En la primera representacion identifico un diagrama de barras” o “puedo identificar
un objeto matematico [...] diagrama de barras”. Cuando se les cuestiond al respecto de por
queé afirmaban esto, mencionaron que las tablas de este estilo se usan para hacer diagramas
estadisticos como los de barras. Estas respuestas dejan en evidencia que los estudiantes no

comprendieron el sentido de estas representaciones de las funciones en el registro tabular (las



cuales se encuentran integradas en practicamente todas las secciones del AVACOM). No

solo eso, sino que las asociaron erroneamente con las representaciones usuales en estadistica.

Figura 43.

Respuestas al primer item de la actividad de conversiones en AVACOM.

1- ;Puede identificar rapidamente qué objeto matemitico esti representado en cada
una?

No pues tendria que graficar ambos elementos para asi identificarlo. Si graficamos vemos
que es la mitad de una circunferencia la funcion. Si se grafican los puntos vemos que
también estan sobre la mitad de la circunferencia asi que esta con el mismo objeto.
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2- ;Puede definir intuitivamente si los objetos representados son iguales?

Es dificil hacerlo sin ver la gréfica, no conozco bien la formula de la mitad de una
circunferencia.

3- ;(Cual de las dos representaciones semioticas serian mas apropiadas para enseiar
dicho objeto a sus futuros estudiantes?

Ninguna de las dos. La mejor forma seria con la gréfica, pues es mas facil de ver de qué se
trata la funcioén. Ya después de eso se podria utilizar la ecuacion y luego la tabla.
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;Cual es mas intuitiva?

;Puede identificar rapidamente qué objeto matematico esta representado en cada
una?

Si, podemos identificar rapidamente que ambas representaciones estan mostrando una
semicircunferencia.

;Puede definir intuitivamente si los objetos representados son iguales?

Si, podemos definir intuitivamente que los objetos representados son iguales porque ambos
representan la misma semicircunferencia. La tabla de valores muestra los mismos puntos
que la semicircunferencia definida por la ecuacion algebraica.

;Cual de las dos representaciones semiéticas serian mas apropiadas para ensefiar
dicho objeto a sus futuros estudiantes?

Ambas representaciones son Utiles para ensenar la semicircunferencia a los estudiantes. La
tabla de valores puede ser util para que los estudiantes puedan identificar facilmente los
puntos que estan sobre la semicircunferencia y como se relacionan con la ecuacion
algebraica. La representacion algebraica puede ser util para mostrar como se puede
describir la semicircunferencia mediante una ecuacion y como se puede utilizar para
resolver problemas matematicos. La representacion gréfica de la semicircunferencia
también seria Gtil para visualizar la relacion entre los puntos y la ecuacion algebraica.
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Nota. Las capturas mostradas aqui son fragmentos de las respuestas de algunos estudiantes, las respuestas

completas pueden verse en el Anexo C.

Profundizando sobre estas concepciones erradas, la relacion que establecieron los

estudiantes entre las representaciones tabulares y los objetos estadisticos puede entenderse si

se consideran que el registro figural, grafico y tabular, son los principales usados en la

ensefianza y aprendizaje de la estadistica (Arteaga et al.,

2018). Esta sobrerrepresentacion de

registro para su aprendizaje genera que cualquier otra inclusion de alguna representacion de



éste en otro contexto o con otra tematica, termine siendo erradamente relacionada con la
tematica en donde se utiliza ampliamente.

Esto no es exclusivo de este registro tabular, pasa lo mismo con el registro figural. Una
representacion figural con un diagrama circular, por ejemplo, puede intuitivamente ser
relacionada por parte de los estudiantes con un namero fraccionario en lugar de una cantidad
porcentual (Nifio, 2022). Una representacion de una matriz en el registro matricial puede
facilmente ser relacionada de manera erronea por los estudiantes con una representacion de
un sistema de ecuaciones (Galindo et al., 2020). Una representacion dentro del sistema
gréfico de una distribucién de probabilidad también puede ser confundida por los aprendices
por una representacion del area bajo una curva (Ruiz, 2018). Y asi se puede continuar en
diversas tematicas y diferentes niveles académicos.

Esta problematica se relaciona con el sentido y significado que les dan los estudiantes
a las representaciones semidticas y como estos tienen una mayor asociacion a ciertos objetos
matematicos en comparacion con otros, a pesar de que existan representaciones similares o
incluso iguales para diferentes objetos (D’Amore, 2006). Lamentablemente, en esta
investigacion solo fue posible identificar que se presenta esta problematica con las
representaciones semioticas de las funciones en el registro tabular. Solucionar dicha
dificultad requiere de un analisis mas profundo y esfuerzo mas enfocado en ello, lo cual no
esta dentro de las pretensiones del trabajo, pero sera sefialado dentro de las recomendaciones
y trabajos futuros.

Vedmoslo més claramente

El segundo item de la actividad de conversiones del AVACOM ponia a disposicion del

estudiante una representacion grafica de un triangulo rectangulo cuya hipotenusa estaba

sobre el eje x en el plano cartesiano y su &ngulo recto estaba en el punto (1, 2) (Figura 44).



Figura 44.
Segundo item de la actividad de conversiones en AVACOM.

Veamoslo mas claramente

{ Ty

Considere las siguientes representaciones de una figura plana:
- Tridngulo rectangulo con los vértices en (5, 8); (2, 1); y (8, 8).

Ahora observe la siguiente representacion grafica de la misma figura

a=90°

1.5

0.5

-0.5

Ahora reflexione al respecto:
1- ¢Cual de las dos representaciones semidticas le permite comprender mejor la figura plana en cuestion?
2- ;Existe alguna representacion que considere sea mas adecuada para la misma? Y si no es asi, ;Por qué?

3- ¢Como representaria la figura algebraicamente?

\, v

Nota. En este item el tridngulo no es como tal una funcién, pero puede representarse como un conjunto de tres
funciones, tres lineas rectas, las primeras dos preguntas son de analisis de la representacion semiotica, para que
el estudiante realice la visualizacion matematica necesaria para llegar a la conversion que se solicita en la Gltima
pregunta.

En la Figura 45 pueden verse algunas de las respuestas dadas por los estudiantes a las
preguntas del segundo item de la actividad de conversiones del AVACOM. A nivel general,
se observan algunos acercamientos a la representacion en el registro algebraico de la figura
plana planteada (triangulo rectangulo), asi mismo otras aproximaciones erradas a la misma.
Una diferencia remarcable en este item, en comparacion con los otros (y que se repite en el

ultimo que se vera posteriormente), es que las respuestas dadas por los participantes son mas



timidas, en el sentido de que no parecen seguros con ellas. Junto a esto, también se observa
que hay ciertos indicios de trabajo colaborativo que no se consider6 para la realizacion de la
actividad (en la instruccion se indico que se realizaria de manera individual). Por altimo, en
este vistazo general, una de las respuestas dadas esta cerca de ser muy completa y elaborada,
lo cual, considerando las anteriores respuestas del mismo estudiante, lleva a considera que

buscdé alguna fuente externa de apoyo.

Figura 45.
Respuestas al segundo item de la actividad de conversiones en AVACOM.
Veamoslo mas claramente 1. ;Cuil de las dos representaciones semiéticas le permite comprender mejor la
figura plana en cuestién?
1. ¢Cual de las dos representaciones semidticas le permite comprender mejor La representacién grifica del tridngulo rectdngulo me permite comprender mejor la
la figura plana en cuestion? figura plana en cuestién. La gréifica me muestra los vértices y los lados del
tridngulo, asi como la posicion relativa de los vértices en el plano. Ademds, puedo
Rta: Para nosotras ambas nos parece que son de buena comprension, pero cabe ver la medida de los dngulos y la longitud de los lados del tridngulo, lo que me
resaltar que la figura nos brinda como una forma mas concreta y apropiada de ayuda a entender mejor su L_comun..
mostrarnos la figura, sus puntos, sus ejes y su mejor representacién numérica. 2. ¢Existe alguna repr que idere sea mds ad da para la misma?
Y si no es asi, ;Por qué?
2. ¢Existe alguna representacion que considere sea mas adecuada para la La representacién gréfica del tridngulo rectdngulo es la més adecuada para entender
misma? Y si no es asi, ¢ Por qué? la figura plana en cuestién, ya que me permite visualizar el tridngulo y sus

propiedades geométricas de manera clara y concreta. La descripeién verbal es ttil

Rta: Pues como dijimos en la anterior pregunta la més apropiada es la de la para complementar la informacién visual, pero la gréfica es méds completa y facilita

grafica, pero la de la tabla de valores también se puede aplicar, aunque para la comprensicn.
representar un tridngulo seria poco Util asi que seguimos quedandonos con la 3. ;Cémo representaria la figura algebraicamente?
grafica. Podemos representar el tridingulo rectdngulo algebraicamente medi la ecuacién
2 2 : 2 de la recta que pasa por los puntos (5, 0) y (2, l) que es uno de los lados del
3. ¢Como representaria la figura algebraicamente? tridngulo. Usando la férmula de la pendiente, podemos encontrar la pendiente de la
recta:
. i Y2— 0 1-0 1
Rta: Pues una seria como una funcién, o0 como con una tabla o como ya se m = = E =3-5="3

muestra en forma de grafica (recta), se dice que en este proceso se pueden usar

x . la ecuacién punto-pendiente de la recta:
restas o sumas depende de la operacion contraria, es solamente una forma (el P B %

1
elemento que disminuye la operacién). y=-0= (—5) (x - 5)
: 1 5
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| pcjor \a "J“ 19 plana. punto (5,0). Podemos encontrar las ecuaciones de los otros dos lados del también

1 €sla es la mas adeccada por qoc ¢ da e\ oo | ck | dbicaton |
de puroS en €l plarc  para  (epesenton el “llohgulo {
EVickncianco  Sug [uefices |

. ¢Cuil de las dos representaciones semidticas le permite comprender mejor la
figura plana en cuestién?

;3) A e UUVE’U lo con vetices en ( 60), (2, 1) Y [5.0) - || Me resulta mds fécil comprender la representacién verbal porque puedo imaginar el

tridgngulo en mi mente sin necesidad de grificas. Ademds, la grifica de GeoGebra no
estd a escala y por lo tanto no representa con precision las medidas de los lados y
ingulos del tridngulo.
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2- ;Existe alguna representacién que considere sea més adecuada para la misma?
Y si no es asi, ;Por qué?

nitas |vey y {( (f(\ C(({A MC\& La representacion mds adecuada serfa una tabla con las coordenadas de los vértices y
M c of&)‘a\ —l A los lados del tridngulo. De esta forma, podemos visualizar los valores numéricos de
se “’ m T cada elemento y no confiarnos solamente en la representacién visual."
gt wm il

L, | 3- ;Cémo representaria la figura algebraicamente?

Para rep la figura algebrai impl podemos utilizar la férmula del
teorema de Pitdgoras a*2 + b2 = ¢A2. Donde | y b son los catetos del tridingulo y c es
la hipotenusa. En este caso, a=5, b =1, y ¢ = sqrt(26). Entonces la ecuacién seria 542
+ 142 = ¢2, lo que simplifica a 26 = cA2.

Nota. Las capturas mostradas aqui son fragmentos de las respuestas de algunos estudiantes, las respuestas
completas pueden verse en el Anexo C.

Con excepcion de la respuesta puesta de ejemplo en la parte inferior derecha de la

Figura 45, la totalidad de los estudiantes menciond que preferian la representacion semiética



del triangulo rectangulo dentro del registro grafico, aunque como se mencionaba, algunas de
estas elecciones resultaron timidas: “ambas nos parece que son de buena comprension, pero
cabe resaltar que la figura nos brinda como una forma maés concreta”. La expresion
“comprender mejor” aparecid en la mayoria de las respuestas de los estudiantes cuando
escogieron la representacion grafica de la figura y, segun las respuestas de los estudiantes,
esto se da por la cantidad de informacion presente en la misma: “[...] mas concreta y
apropiada de mostrarnos la figura, sus puntos, sus ejes[...]”; “La grafica me muestra los
vértices y los lados del triangulo [...], puedo ver la medida de los dngulos y la longitud de
los lados™; “[...] se da el uso de ubicacion de puntos en el plano”.

Como se habia resaltado anteriormente, el proceso de visualizacion matematica se
presenta con mayor ahinco cuando se utilizan representaciones dentro del registro grafico,
los estudiantes pueden extraer la informacién con la cual se construy6 la figura, identificar
las caracteristicas del objeto representado y utilizarlas para establecer las relaciones que
permitan entender conceptualmente el objeto (Osorio y Nesterova, 2018). Esto es notable ya
que aun cuando en la representacion verbal del tridngulo, incluida en el item de esta actividad
(Figura 44), se integran los vértices y se caracteriza al triangulo como rectangulo (indicando
asi al menos la medida de uno de sus angulos), ésta se concibe como menos adecuada que la
gréfica, la cual tiene las mismas caracteristicas.

Para este item se tienen dos estudiantes con respuestas las cuales, aunque consideran
los elementos y se reflexiona sobre las representaciones, se llegan a resultados opuestos en
cuanto a certeza. Primero, viendo a quien responde correctamente, como se sefialaba
anteriormente, parece que busco apoyo externo para su solucion. En esta respuesta se observa

que el estudiante justifica que la representacion gréafica es la que le permite comprender mejor

y considera que ésta es la mas adecuada para representar el triangulo rectangulo. Como se



describia, las razones que lo llevan a esta eleccion de la representacion en el registro grafico
es el hecho de que aparecen distintas propiedades del objeto, esto le permite “visualizar el
triangulo y sus propiedades geométricas de manera clara y concreta”. Como ya se habia
descrito antes, la representacion verbal dada en la actividad: “Tridngulo rectangulo con los
vértices en (5, 0); (2, 1); y (0, 0)”, también incluye varias propiedades geométricas de la
figura, con lo cual quedaria sélo el hecho de verlo de forma concreta.

Si bien es cierto existe la necesidad de que el estudiante eleve su nivel de comprensién
a lo abstracto cuando se habla de aprender matematicas (Angulo et al., 2020), también lo es
que el dominio del concepto depende de la capacidad del estudiante para manipularlo,
aterrizarlo en contextos y transferir su conocimiento (Lozada y Fuentes, 2018). Por ende,
cualquiera de las dos representaciones utilizadas por el estudiante para llegar a comprender
el objeto en cuestidn, pero puede ser posible que la preferencia, como ya se describia antes,
se dé por la familiaridad con el registro semidtico o las sensaciones que este produzca, en
este caso, parece que la percepcion de concrecion entre ambas representaciones es mayor en
la grafica que en la verbal.

Con esto mismo descrito, se puede hablar al respecto de la otra respuesta que, aunque
completa, va diametralmente opuesta a la anterior. El estudiante en cuestion responde a la
pregunta sobre cudl representacion le permitiria comprender mejor con lo siguiente: “Me
resulta mas facil comprender la representacion verbal porque puedo imaginar el triangulo en
mi mente sin necesidad de graficas”. Esto Ultimo estd estrechamente relacionado con el
pensamiento abstracto, el manejo de una imagen mental del objeto, construccion mental del
objeto matematico indicaria, de cierta manera, que se ubica en un nivel mas avanzado de
aprendizaje (Angulo y Arteaga, 2018). Sin embargo, la continuacién de su respuesta indica

que tiene una percepcion alterada de la representacion semidtica del registro grafico: “[...]



la grafica de GeoGebra no estd a escala y por lo tanto no representa con precision las
medidas”.

Ahora bien, cuando vemos las respuestas a la Gltima pregunta del item, en donde se les
pide representar la figura de forma algebraica, algunos estudiantes muestran un
desconocimiento evidente sobre el concepto de funcidn, no son capaces de convertir ninguna
de las representaciones (verbal y grafica) en la algebraica. Hay un estudiante que hace una
aproximacion, tomando para ello dos puntos, calcula una pendiente de la recta que pasa por
ellos y luego con ésta determina la ecuacion de la recta que contiene uno de los lados del
triangulo representado. Este estudiante finaliza mencionando que de la misma manera
podrian determinarse el resto de las ecuaciones para cada lado. Lamentablemente, no realiza
el proceso y no menciona ningun aspecto del dominio de dichas rectas, pues estos lados del
triangulo podrian ser representados por las lineas, pero su dominio deberia estar restringido.

Otro estudiante asocio, de manera incorrecta, el teorema de Pitagoras con la forma de
representar en el registro algebraico el tridngulo rectangulo. Esta asociacion tiene sentido,
como ya se hablaba anteriormente, debido a que existen procesos, conceptos y operaciones
gue se asocian cominmente con objetos matematicos por la sobrerrepresentacion de estos en
comparacion con otros (al igual que las tablas con la estadistica). Esta confusién podria
explicarse por esto, pues la trigonometria, el Teorema de Pitdgoras y los triangulos

rectangulos, guardan una estrecha relacion como contenidos del bachillerato.



CAPITULO 6. RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS DE

INVESTIGACION

En este capitulo se sintetizan los hallazgos en forma de respuesta a las preguntas de
investigacion planteadas. Se abordan en funcién de como fueron estructuradas y se adelantan
y esbozan las conclusiones mas relevantes del estudio. Es aqui donde el lector puede ver con
claridad como se concretan los resultados de la investigacion y en donde se valora el alcance

del procedimiento realizado.

6.1. ;COomo se categoriza la comprension matematica del concepto de funcion
evidenciado por los participantes durante la implementacién del ambiente virtual de

aprendizaje?

De acuerdo con los hallazgos obtenidos, se puede afirmar que la comprension
matematica del concepto de funcién evidenciado por los participantes durante la
implementacién del ambiente virtual de aprendizaje varia en funcién de su capacidad para
realizar tratamientos y conversiones de las representaciones semidticas del concepto de
funcion. En este sentido, se puede categorizar la comprensién matematica de los participantes
en tres grupos:

1. Participantes que lograron realizar tratamientos y conversiones de las
representaciones semidticas del concepto de funcion correctamente, lo que sugiere
una comprension profunda del concepto. Estos participantes pudieron realizar
correctamente los procesos de tratamiento y conversion de las diferentes
representaciones semioticas del concepto. Ademas, pudieron establecer conexiones
precisas entre las diferentes representaciones y el concepto de funcion, lo que

sugiere una comprension integrada y completa del concepto.



2. Participantes que tuvieron dificultades en el proceso de tratamiento y/o conversion
de las representaciones semioticas del concepto de funcion, lo que indica una
comprension limitada o incompleta del concepto. Aunque pudieron trabajar con
algunas de las representaciones semioticas del concepto de funcion, tuvieron
dificultades para tratar o convertir otras. Esto puede ser indicativo de una falta de
familiaridad con algunas representaciones o de la necesidad de mas préactica en la
realizacion de tratamientos y conversiones de las representaciones semioticas.

3. Participantes que malinterpretaron las cualidades de las representaciones y las
asociaron a otros conceptos y objetos, lo que sugiere una comprension incorrecta
del concepto. No solo tuvieron dificultades para realizar tratamientos y
conversiones de las representaciones semidticas, sino que también asociaron
incorrectamente algunas de las cualidades de las representaciones con otros
conceptos y objetos. Esto puede indicar una falta de comprension del concepto de
funcién en si mismo, asi como una necesidad de revisar y clarificar las relaciones
entre las diferentes representaciones semioticas y el concepto de funcion.

Como se describia, la categorizacion de la comprension matematica del concepto de
funcién de los participantes durante la implementacion del AVA depende de su capacidad
para realizar tratamientos y conversiones de las representaciones semidticas y de la precision
de sus asociaciones entre las cualidades de las representaciones y el objeto matematico en
cuestion.

En general, estos resultados sugieren que la comprension matematica del concepto de
funcion puede variar significativamente entre los estudiantes, dependiendo de su habilidad
para trabajar con las diferentes representaciones semidticas y de la precisién de sus

asociaciones entre las cualidades de las representaciones y el objeto. Por lo tanto, es



importante disefiar actividades y ambientes de aprendizaje que permitan a los estudiantes

practicar y mejorar su capacidad para trabajar con las diferentes representaciones semidticas

y para establecer conexiones precisas entre ellas y el concepto matematico subyacente.

El uso del ambiente virtual AVACOM, que integra actividades interactivas con

GeoGebra y diferentes representaciones semioticas del concepto de funcion, favorecio y

afecto a los estudiantes en su comprension del concepto matematico. En tal sentido, como

elementos a destacar entre beneficios y afectaciones tenemos los presentados en la Tabla 6.

Tabla 6.

Beneficios y afectaciones del AVACOM en la comprensién del concepto de funcion.

Beneficios

Afectaciones

Interaccion con diferentes representaciones
semidticas del concepto de funcidn: los estudiantes
tuvieron la oportunidad de interactuar con diferentes
representaciones semioticas del concepto de funcién,
como graficos, tablas y expresiones algebraicas. Esto les
permitié tener una visién mas completa del concepto y
comprenderlo de una manera mas profunda y holistica.

Sobrecarga de informacion: La gran cantidad
de representaciones semidticas y actividades
interactivas disponibles en AVACOM pudo
ser una sobrecarga de informacion para
algunos estudiantes. Esto afectd su capacidad
para procesar y comprender el concepto de
funcién de manera efectiva.

Facilidad para visualizar y manipular graficos de
funciones: La integracion de GeoGebra permitié a los
estudiantes visualizar y manipular graficos de funciones
con mayor facilidad. Esto les permiti6 explorar diferentes
funciones y comprender cémo cambian en funcién de los
valores de sus pardmetros, lo que facilitd la comprension
del concepto de funcion.

Dificultades técnicas: El uso de GeoGebra y
las actividades interactivas en linea pudo
generar dificultades técnicas para algunos
estudiantes. Esto afecta su capacidad para
interactuar con las representaciones semidticas
y comprender el concepto de funcion de
manera efectiva.

Retroalimentacion inmediata en las actividades
interactivas: Las actividades proporcionaron a los
estudiantes retroalimentacion inmediata sobre su
desempefio, lo que les permitid corregir sus errores y
mejorar su comprension del concepto de funcion de
manera mas efectiva.

Falta de interaccién interpersonal entre los
estudiantes y el profesor: Esto puede haber
limitado la retroalimentacion y la orientacion
personalizada que los estudiantes necesitan
para comprender el concepto de funcién de
manera efectiva.

Aprendizaje auténomo: se proporciono a los estudiantes
la oportunidad de aprender de manera autonoma y a su
propio ritmo. Al tener acceso a actividades interactivas,
representaciones semioticas diversas y un conjunto
amplio de ejemplos, los estudiantes pudieron explorar el
concepto de funcién a su propio ritmo y en funcién de
sus propias necesidades y habilidades.

Nota. Elaboracidn propia.

En general, desde el punto de vista de la investigadora, el uso de AVACOM beneficid

a los estudiantes al proporcionarles una experiencia de aprendizaje mas interactiva, autbnoma

y rica en representaciones semioticas. Sin embargo, también pudo afectar negativamente a



algunos debido a la sobrecarga de informacion, las dificultades técnicas y la falta de
interaccion interpersonal. Por lo tanto, es importante disefiar y adaptar los ambientes virtuales

de aprendizaje para maximizar los beneficios y minimizar los posibles efectos negativos.

6.2. ¢Cudles son los problemas que enfrentan los futuros docentes en el proceso de

alcanzar la comprension matematica del concepto de funcion?

Dentro de los resultados encontrados se pueden destacar cuatro problematicas
principales, las cuales se relacionan con: incorrectas asociaciones de las representaciones
semioticas; inclinacion hacia un registro semidtico particular; preferencias y actuaciones
contrarias sobre los registros; y por Gltimo, las dificultades en la identificacion del objeto,
sentido y significado.

En cuanto al primer problema, es comin que los estudiantes asocien erroneamente
ciertas representaciones con otras que han trabajado previamente y que equivocadamente en
ocasiones les parecen similares. En este caso, la representacion tabular de una funcién se
puede confundir con un conjunto de datos estadisticos representados por un diagrama de
barras. Esto podria deberse a una sobrerrepresentacion de las representaciones estadisticas o
gréficas en su formacion previa. Para solucionar este problema, se debe destacar las
diferencias entre ambas representaciones y ayudar a los estudiantes a comprender las
caracteristicas y la funcién especifica de cada una de ellas.

En cuanto al segundo problema, el hecho de que algunos estudiantes se inclinen mas
hacia la representacion dentro del registro grafico puede deberse a que les resulta mas facil
la interpretacion visual. Es importante destacar que, si bien la representacion grafica es una

herramienta muy Uatil en matematicas, es necesario que los estudiantes desarrollen la



capacidad de utilizar y comprender otras representaciones, como la algebraica y la tabular,
para tener una comprension mas completa y profunda del concepto de funcion.

En cuanto al tercer problema, es interesante observar como las preferencias de los
estudiantes pueden variar segun el contexto en el que trabajan con las representaciones
semidticas. Mientras que algunos estudiantes prefieren la representacion grafica al trabajar
con lapiz y papel, al utilizar un ambiente virtual de aprendizaje, prefieren la representacion
algebraica. Es importante tener en cuenta estos cambios y trabajar en el desarrollo de
habilidades y estrategias que les permitan utilizar diferentes representaciones en diferentes
contextos.

Finalmente, en cuanto al Gltimo problema, se requiere que los estudiantes comprendan
la diferencia entre el objeto, el sentido y el significado al trabajar con diferentes
representaciones semioticas del concepto de funcién. Esto implica comprender que la
representacion no es el objeto mismo, sino una herramienta para visualizarlo de diferentes
maneras. Ademas, es importante destacar que el sentido y el significado de una
representacion pueden variar segun el contexto en el que se utilice. Es fundamental que los
estudiantes desarrollen la capacidad de identificar estos aspectos para poder comprender de

manera mas profunda el concepto de funcion.

6.3. ¢ Cudl es el nivel de avance de la comprension matematica de los futuros docentes

sobre el concepto de funcion despues de implementar la propuesta didactica?

A partir de los resultados obtenidos en la investigacion, se puede decir que el nivel de
avance en la comprension matematica del concepto de funcion de los futuros docentes es
variable. Algunos de ellos lograron comprender el concepto de funcidon y realizar

tratamientos y conversiones de representaciones semioticas de manera adecuada, lo que



sugiere un nivel avanzado de comprension. Sin embargo, otros presentaron dificultades en
este proceso, lo que indica que aun les falta desarrollar una comprensién mas profunda del
concepto de funcion. En general, se puede decir que la propuesta didactica implementada en
el ambiente virtual AVACOM fue beneficiosa para algunos estudiantes y puede ser una
herramienta Util para mejorar la comprension del concepto de funcion. Sin embargo, es
necesario seguir trabajando en la mejora de la estructura y disefio de este tipo de ambientes

virtuales para optimizar los resultados obtenidos.

6.4. ¢Cudles son las caracteristicas de la comprension matematica del concepto de
funcién de los futuros docentes alcanzada durante la implementacion del ambiente
virtual de aprendizaje basado en el tratamiento y conversion de representaciones

semidticas?

Durante la implementacion del AVA, se pudo observar que la comprension matematica
del concepto de funcion de los futuros docentes tuvo ciertas caracteristicas particulares:

En primer lugar, se evidencio que algunos de los estudiantes lograron construir una
comprension profunda del concepto de funcion, tanto en su sentido abstracto como en su
aplicacion en situaciones concretas, lo cual se vio reflejado en el nivel de complejidad de las
tareas que pudieron resolver.

En segundo lugar, se observo que los futuros docentes adquirieron una mayor habilidad
para identificar y utilizar diferentes representaciones semioéticas, tales como gréaficas, tablas,
expresiones algebraicas y lenguaje natural, para analizar y describir funciones, lo que sugiere
qgue los estudiantes mejoraron en su capacidad para reconocer, tratar y convertir
representaciones semidticas entre los mismos y diferentes registros de representacion.

En tercer lugar, se pudo notar que algunos de los futuros docentes desarrollaron una

actitud tanto critica como reflexiva frente a las representaciones semiéticas utilizadas para



describir funciones, lo que les permitiéo comprender la importancia de elegir adecuadamente
las representaciones en funcion del contexto y de las preguntas que se quieran responder.

En cuarto lugar, se observé que la implementacion del ambiente virtual de aprendizaje
permitio a los futuros docentes experimentar con diferentes escenarios y situaciones
relacionados con el concepto de funcién, lo que favorecié el desarrollo de su pensamiento
matematico y su capacidad para resolver situaciones de manera creativa.

Por ultimo, aunque se concibieron las actividades para ser resueltas de forma
individual, se evidencid que la implementacion del ambiente virtual de aprendizaje con el
AVACOM fue capaz de generar un entorno de aprendizaje colaborativo y participativo, en
el que los estudiantes pudieron interactuar y compartir conocimientos entre si, lo que podria
propiciar un aprendizaje mas significativo y duradero.

En resumen, las caracteristicas de la comprension matematica del concepto de funcion
de los futuros docentes durante la implementacion del ambiente virtual de aprendizaje fueron:
una comprension mas profunda del concepto de funcion, una mayor habilidad para identificar
y utilizar diferentes representaciones semidticas, una actitud mas critica y reflexiva frente a
las representaciones semidticas, el desarrollo de su pensamiento matematico y su capacidad
para resolver problemas de manera creativa, y un aprendizaje mas significativo gracias al

entorno colaborativo y participativo generado por el ambiente virtual de aprendizaje.



CAPITULO 7. CONCLUSIONES

La implementacién de la propuesta didactica basada en el uso de diferentes
representaciones semidticas y actividades interactivas en el ambiente virtual AVACOM
favorecio que los futuros docentes, en algunos casos, alcanzaran la comprension del concepto
de funcion. La utilizacion de mudltiples representaciones semioticas permitié que estos
pudieran abordar el concepto de funcion desde diferentes perspectivas y a traves de los
procesos de tratamiento y conversion, lo que resultd en una mejor comprension global del
mismao.

Se encontr6 que algunos estudiantes tenian dificultades para distinguir entre los
diferentes registros semiéticos utilizados en la ensefianza del concepto de funcion.
Especificamente, se observd que algunos estudiantes asociaron incorrectamente la
representacion tabular de una funcion con un conjunto de datos estadisticos que podrian
representarse como un diagrama de barras. Este hallazgo sugiere la importancia de analizar
e identificar las construcciones que poseen los estudiantes de antemano y asegurar que se
reorientan de forma adecuada para poder abordar el concepto de funcion desde multiples
perspectivas semioticas sin que se generen confusiones de este estilo.

Las representaciones semioticas del registro grafico fueron las que se evidenciaron con
mayor nivel de preferencia por parte de los estudiantes, al menos cuando se analizd su
discurso sobre el AVACOM. Sin embargo, también se observo que algunos estudiantes
preferian la representacion algebraica en algunos casos sobre la gréfica, resultando en
algunos casos contradictorio. En particular, la discusion generada al respecto sugiere que esto
estd relacionado con el trabajo en un ambiente virtual y las sensaciones que difieren del

trabajo tradicional con las representaciones graficas. Se percibe que es importante



proporcionar a los estudiantes experiencias de aprendizaje que integren tanto la
representacion grafica como la algebraica del concepto de funcion a traves de mediaciones
tecnoldgicas, asi como en escenarios de trabajo con papel y lapiz, esto con el fin de abordar
las predilecciones anteriormente generadas y aprovecharlas en pro del aprendizaje del
estudiante.

Por ultimo, se puede decir que algunos estudiantes enfrentaron dificultades para
identificar entre el objeto, el sentido y el significado cuando trabajaban con diferentes
representaciones semioticas del concepto de funcion. Esto refuerza la importancia de abordar
el concepto de funcion desde mdultiples perspectivas y proporcionar a los estudiantes
experiencias de aprendizaje que integren diferentes representaciones semioticas del mismo,
asi como discutir explicitamente el papel de cada registro semiético en la comprension del
concepto de funcidn, los tratamientos posibles y las conversiones apropiadas y utiles.

En complemento a lo anterior, es importante resaltar el papel de la tecnologia en la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. Si bien el AVACOM demostré ser una
herramienta atil para fomentar la interaccion de los estudiantes con las diferentes
representaciones semioticas del concepto de funcion, también se evidenciaron algunos
problemas que podrian relacionarse con su estructura de integracién de los elementos, lo que
plantea la necesidad de un enfoque mas cuidadoso en el disefio y desarrollo estas
herramientas tecnoldgicas en el campo educativo.

Ademas, es importante tener en cuenta que la tecnologia no puede ser vista como una
solucion magica para los desafios educativos, sino como una herramienta que puede ayudar
a mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje si se utiliza de manera adecuada y
consciente. La tecnologia no reemplaza al maestro ni a la interaccion humana, sino que puede

complementar y enriquecer la experiencia educativa.



Por lo tanto, se reitera la necesidad de prestar especial atencion a la forma en que se
integra la tecnologia en la ensefianza, y como se puede aprovechar al maximo sus beneficios
sin sacrificar la calidad de la educacion. Esto implica tener en cuenta las necesidades y
caracteristicas de los estudiantes, asi como la formacion y capacitacion de los docentes para

poder utilizar la tecnologia de manera efectiva.



CAPITULO 8. RECOMENDACIONES

Como parte del final de la redaccion del informe y con base en los hallazgos obtenidos
en la investigacion y las conclusiones a las que se llegaron, se elabora el siguiente listado de
recomendaciones que pueden considerarse para futuras reimplementaciones de la
herramienta desarrollada y nuevas investigaciones:

1. Enrelacion con el AVACOM, es necesario prestar especial atencion a la estructura y
presentacion de las diferentes representaciones semioéticas, asegurando que se
integren adecuadamente y sean facilmente accesibles para los estudiantes.

2. Es importante considerar un andlisis en detalle los ejemplos y casos practicos que se
utilizaron para los estudiantes en el AVACOM, con el fin de que se puedan consolidar
y aplicar los conceptos en cuestion de la manera més efectiva.

3. Se debe prestar especial atencién a la forma en que se presentan los datos y la
informacion en el AVACOM, a fin de evitar posibles confusiones o
malinterpretaciones por parte de los estudiantes.

4. Es necesario potenciar ain mas la interaccion de los estudiantes con el AVACOM,
mediante la realizacion de actividades y ejercicios que les permitan experimentar y
explorar diferentes representaciones semidticas del concepto de funcion.

5. Se requiere incorporar nuevas estrategias de retroalimentacion mas efectivas en el
disefio del AVACOM, para que los estudiantes puedan identificar sus fortalezas y
debilidades y puedan mejorar su comprension del concepto de funcion.

6. Se recomienda la inclusion de actividades colaborativas en el AVACOM, a fin de
fomentar la interaccion y el trabajo en equipo entre los estudiantes, lo que puede

contribuir significativamente a su aprendizaje, teniendo en cuenta para ello que los
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procesos de tratamiento y conversion de representaciones semioticas se conciben con
un carécter individual y tendria que reformularse considerablemente la
fundamentacion teorica de esto.

Es importante prestar atencién a la retroalimentacién y los comentarios de los
estudiantes sobre el uso del AVACOM, para realizar ajustes y mejoras en el disefio
de la herramienta.

En caso de implementar el mismo ambiente virtual de aprendizaje nuevamente, se
recomienda proporcionar una capacitacion adecuada a los docentes encargados de
utilizarlo, para que su implementacién sea mas efectiva y puedan orientar a los
estudiantes en su aprendizaje.

Es importante considerar la integracion del AVACOM con otras herramientas
tecnoldgicas y recursos educativos, a fin de ampliar y enriquecer las posibilidades de
aprendizaje de los estudiantes.

Se recomienda realizar futuras investigaciones que profundicen en la comprensién de
los procesos cognitivos y afectivos involucrados en el aprendizaje del concepto de

funcidn, y en la manera en que el uso del AVACOM puede influir en estos procesos.
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ANEXOS

FORMATO DE REGISTRO DE DATOS EXPERIMENTALES
Sesion: _ Fecha: / / (DD/MM/AA) Duracion: __ horas

En relaciéon con | jetiv la . . e
elacio acm»m“w:ca_a 0s de En relacion a los estudiantes En relacién con el software
C 7 NC 7 MC Observaciones generales: Observaciones generales:
Comentario: Dudas o comentarios particulares: Dudas o comentarios particulares:
Aspectos de motivacion a resaltar Interacciones E-E, E-D y E-S Fallos, errores o falencias

C = Cumplidos, NC = No cumplidos, MC = Medianamente cumplidos, E-E = Estudiante con estudiante, E-D: Estudiante con docente, E-S: Estudiante
con software.

8.1. Anexo A. Registro de Datos Experimentales



8.2. Anexo B. Videos de Estudiantes Percepciones con AVACOM

Estos videos pueden encontrarse en la carpeta comprimida denominada Anexo B.



8.3. Anexo C. Respuestas de los Estudiantes en Actividades de Tratamiento y

Conversion.

Estas respuestas pueden encontrarse en el documento PDF adjunto denominado Anexo



