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RESUMEN DEL CONTENIDO: (Maximo 250 palabras)

El objetivo de la investigacidn es la caracterizacidén de elementos articuladores que permiten la articulacion
entre los modos de pensamiento para la comprension profunda del concepto de derivada en estudiantes de
la Licenciatura en Matemadticas de la Universidad Surcolombiana. Se llevd a cabo a través de una
metodologia cualitativa descriptiva, donde se utilizd una revisidén bibliografica para la configuracién del
concepto de derivada a través de los modos de pensamiento. Con esto, se crearon actividades que
contribuyen al trdnsito entre los modos de pensamiento y se elabora una guia, que con ayuda de un proceso
de validacién se procedid a su aplicacion con el fin de identificar los elementos matematicos que permiten la
transicion de un modo de pensar a otro y que utilizan los estudiantes de la Licenciatura en Matemadticas para
la comprensién profunda del concepto de derivada.

ABSTRACT: (Mdaximo 250 palabras)

The objective of the research is the characterization of articulating elements that allow the articulation
between the modes of thought for the deep understanding of the concept of derivative in students of the
Mathematics Degree of the Surcolombiana University. It was carried out through a descriptive qualitative
methodology, where a bibliographic review was used to configure the concept of derivative through modes
of thought. With this, activities that contribute to the transition between modes of thought were created
and a guide was developed, which, with the help of a validation process, was applied in order to identify the
mathematical elements that allow the transition from one mode of think to another and that is used by the
students of the Degree in Mathematics for the deep understanding of the concept of derivative.
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INTRODUCCION

Desde las raices histdrico-epistemoldgicas, los griegos en la época clasica de la antigua
Grecia (siglo Il A.C.) se plantearon los principales problemas que dieron bases
fundamentales para el desarrollo de la derivada; como el de la velocidad, el de la recta
tangente, el de rea bajo una curva y el de maximos y minimos. Hasta finales del siglo XVII
se dieron meétodos sistematicos en el manejo de las series infinitas, en la concepcion del
problema de variacion de velocidades y de variaciéon llamado fluentes de Newton (1642-
1727) en el método de fluxiones y Leibniz (1646-1716) que percibia la idea de que la tangente
a una curva depende de la razon entre las ordenadas y las abscisas cuando, se hacen
infinitamente pequefias. Estas contribuciones generaron gran impacto puesto que fue el inicio
de una rama de las matematicas muy diferentes a la aritmética y el algebra ya conocidas en
ese tiempo a una perspectiva tedrica-conceptual que se pueden apreciar en los libros de Tom

Apoéstol y Larson.

La gran importancia de la matematica griega y su influencia en el desarrollo del calculo
diferencial, marco una pauta en el continuo mejoramiento de pensar en lo inconmensurable,
en lo continuo y en dar respuesta de una manera deductiva. Con ello, el calculo tuvo su origen
en las dificultades légicas de procesos de sintesis y analisis y en la simbolizacion. Dentro de
la cultura griega los trabajos mas significativos, esté el de la Escuela Eleética (Zenon de Elea
450 a.C.) quien manejaba la idea de lo infinitamente divisible considerando el tiempo vy el

espacio como un ejemplo de ello.

A lo largo de la historia, muestra que retomar el problema de las tangentes tuvo lugar durante
la revolucion cientifica (siglos XV 1 al XVI1), puesto que el manejo de los infinitesimales fue
una gran dificultad hasta que trabajos como el de Descartes (1596-1650) con la creacion de
la geometria analitica, Fermat (1601-1665) quien en el afio 1629 hizo dos importantes
descubrimientos relacionados con sus trabajos sobre geometria. En el mas reconocido de
ellos, titulado “Methodus ad disquirendam maximan et miniman et de tangentibus linearum
curvarum” (Métodos para hallar maximos y minimos a una linea tangente en una curva).

Fermat expone un método, eminentemente algebraico y desprovisto de fundamentos



demostrativos para hallar los puntos en los cuales una funcion polinémica, toma un valor de
maximo o minimo (Rincon, 2009). Estos trabajos fueron algunos que dieron las bases
fundamentales para la creacion del calculo de Newton y Leibniz. Al determinar el problema
de la recta tangente a una curva cualquiera, nace una concepcion geométrica del concepto de
derivada que, junto a una perspectiva dindmica y la nocion de limite, formulada por Cauchy
en 1821, se fue conformando el objeto matematico que es eje principal del Calculo
Diferencial, la derivada (Bourbaki , 1972). En la actualidad el rigor matematico seguido es

el de Cauchy, quien define la derivada como un limite de incrementos.

Con respecto a las necesidades educativas, estableciendo un énfasis sobre la capacidad de
entender el concepto de derivada en el curso de Calculo Diferencial de la Licenciatura en
Matematicas de la Universidad Surcolombiana, desde las investigaciones hechas en la
Universidad del grupo TIM@TH, se han detectado algunas dificultades en la comprension
del Calculo Diferencial, en especial la del concepto de derivada y, por consecuencia, la
desercion de estudiantes en formacion de profesores de matematicas en los primeros afios de
la carrera universitaria. De esa manera, la investigacion parte en la estructuracion de
actividades que logren caracterizar los modos de pensamiento, con el de desarrollo de estas.
En ese sentido, se pretende lograr crear una herramienta de ayuda al profesor que contribuya
a una retroalimentacion en los procesos dentro de los articuladores utilizados para pasar de
un modo de pensar a otro y poder comprender el objeto derivada en una perspectiva

geométrica, analitica y estructural.

El presente trabajo se estructura en cinco capitulos. Cada uno de estos se inicia con un breve
analisis sobre aspectos basicos para el desarrollo de los contenidos. Los capitulos que

componen la investigacion son:

e Capitulo 1. Aspectos sobre el problema de investigacion: Expone caracteristicas de
las cuales nace el campo de este estudio y se nombran los antecedentes en los cuales
se basa la construccion del problema de investigacion y la formulacion de los

objetivos.



Capitulo 2. Acerca del marco tedrico: Se retnen los referentes tedricos que suministra
los conceptos usados en la investigacion. Se ubican dos subdivisiones donde se
consideran los temas relevantes del estudio, tales como el Conocimiento Profesional
del Profesor de Matemaéticas de la Universidad Surcolombiana y la teoria de los

modos de pensamiento.

Capitulo 3. Metodologia de la investigacion: Se plantea el paso a paso de la
investigacion, los instrumentos de recoleccion de datos y una caracterizacion precisa

de las fases implementadas para el analisis en el estudio de la derivada.

Capitulo 4. Resultado de las unidades de analisis: Adjunta la informacién lograda de
aplicar cada uno de los objetivos especificos de la investigacion, en el andlisis de los
modos de pensamiento en el curso de Calculo Diferencial de la Universidad

Surcolombiana.

Capitulo 5. Conclusiones: Se interpreta el resultado de cada una de las acciones que
se llevaron a cabo para el desarrollo del trabajo y se construye un argumento de los

resultados obtenidos al solucionar el problema de investigacion planteado.
Capitulo 6. Anexos: Dentro de los anexos se encuentran las herramientas de

investigacion que se utilizaron para la recoleccion de datos, como lo fueron: las

rejillas, la encuesta y la guia propuesta.
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CAPITULO 1

1 APROXIMACION ACTUAL AL ESTADO DE LA INVESTIGACION

En el siguiente capitulo se amplia los fundamentos de este trabajo y proporciona una idea
mas clara del tema, sus antecedentes, el fundamento de la pregunta de investigacion y su
finalidad.

1.1 Antecedentes

Los antecedentes de esta investigacion se refieren a la revision de trabajos previos sobre el
campo de estudio de la derivada. Debido a esto tienen una relacién directa sobre los procesos
de ensefianza y aprendizaje del curso del Calculo Diferencial de la Licenciatura en
Matematicas. Se analizan investigaciones en Educacion Matematica, curriculo y propuestas
didacticas que han abordado de manera especifica la teoria de los modos de pensamiento, la
comprension profunda, el curriculo y la ensefianza del célculo diferencial, considerando el
uso de estos campos en la didactica de la matematica y como estas contribuciones influyen

en esta investigacion.

Lo anterior, se espera que influya en el analisis de estructurar una estrategia didactica con el
fin de entender el objeto derivada haciendo uso de los modos de pensamiento y especificar
conceptos que orientan el énfasis de este trabajo. Estos aspectos constituyen el énfasis en el
cual se pretende generar una mirada hacia la propuesta, entendiéndola como innovadora y

centrada en un campo de investigacion en educacion matematica poco estudiado.

1.1.1. Categoria Modos de Pensamiento

En Educacion Matematica, existen varios trabajos relacionados con el estudio de la derivada.
Uno de estos es el de Pinto & Parraguez (2015), quienes, en su articulo, describen los
elementos matematicos articuladores en los modos de pensar el concepto de derivada de una
funcién real de variable real. Estos modos se han sustentado en el pensamiento practico y

teorico de Sierpinska, y se han validado con una analisis historico-epistemoldgico, cognitivo
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y did4ctico con base en la epistemologia de Cauchy. Los modos que se proponen para
entender este concepto son: Modo Geométrico-Grafico-Convergente (GGC), Analitico
Operacional (AO), Analitico Estructural (AE), (Pinto & Parraguez, 2015). Para alcanzar este
objetivo los autores disefiaron secuencias didacticas que fueron aplicadas a informantes de
primeros afios de nivel universitario. Gracias a estos modos de describir la manera cognitiva
de comprender un objeto matematico, se puede interpretar y comunicar las dificultades que
hay en sistemas educativos para su comprension. De lo anterior, desde el marco teorico
cognitivo de los modos de pensamiento, estos definen la comprension profunda como la
capacidad que tiene el estudiante para transitar de un pensamiento practico a un pensamiento
tedrico del concepto matematico estudiado (Sierpinska, 2000). Este trabajo influye en gran
medida a esta investigacion, puesto que soporta las bases teoricas de las cuales se fundamenta
y ademas revela caracteristicas de elementos articuladores que ayuden a comprender el

transito de un modo de pensar a otro.

La influencia de los modos de pensamiento relacionado en el estudio de la ensefianza de la
derivada evidencia cierta sintonia, que surge en el momento en que se caracterizan a traves
de la nocion de elementos matematicos bésicos del calculo diferencial, como lo son la recta
tangente, las funciones, las rectas secantes y el limite, revelando que son esenciales para la
determinacion de esta conexion. Asi como se aprecia en Arce (2015), que, a partir del
reconocimiento de fendmenos educativos como la mecanizacién de algoritmos algebraicos,
la formalidad de manera rigurosa en la ensefianza de conceptos, axiomas, propiedades que el
profesor reproduce dificultando la comprensién del objeto derivada en los estudiantes, se
concluye que estas manifestaciones no aportan en la elaboracion mental de los conceptos
matematicos por parte de los estudiantes, y se vuelve una causa fundamental del bajo
rendimiento que hay en el curo de calculo 1 de estudiantes de matematicas y fisica. Al aplicar
el instrumento escogido por el autor que consta de un cuestionario, Arce llega a evidenciar
que no existe una comprension del concepto de derivada, tampoco el transito entre los modos
de pensamiento en los estudiantes y sugiere la aplicabilidad de los modos de pensamiento
dentro del proceso de ensefianza y aprendizaje del calculo diferencial. Esta investigacion

aporta elementos generales que ayudan a entender la necesidad de aplicar otras alternativas
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de aprendizaje como lo son los modos de pensamiento para potenciar en los estudiantes la

articulacion entre el pensamiento intuitivo hacia el pensamiento tedrico.

En el marco tedrico de los modos de pensamiento, se puede demostrar su practicidad al
enfocarlo no solo en topicos de algebra y de célculo, sino en temas de la educacién bésica
(bésica primaria y basica secundaria) como lo es las fracciones, pues en Palacios & Puertas
(2018), basadas en la teoria de los modos de pensamiento propuestos por Sierpinska, sobre
las fracciones en el contexto de los modos de pensamiento, donde se centra en la creacion de
una unidad did4ctica en la ensefianza de las fracciones enmarcada dentro de esta teoria de la
didactica de la matemaética. Este enfoque las llevo a identificar ciertas caracterizaciones de
cada uno de los modos de pensamiento, que con la practica se evidencia en la poblacion
estudio. Por tanto, concluyen que la mayoria de los estudiantes a los que se les aplico la
unidad didactica, presentan dificultades en el entendimiento de los nimeros fraccionarios
como un sistema numeérico, al igual los pocos estudiantes que lograron la transicion entre
estas maneras de pensar el objeto lograron una mejor comprension del significado de
fraccion. Este trabajo, para fines practicos de esta investigacion se resalta la atribucion del
reconocimiento de caracterizaciones del objeto matematico seglin los modos de pensamiento.
Con lo anterior, esta investigacion lo que apunta es a el analisis de las caracteristicas de los
elementos necesarios para realizar ciertas relaciones entre los modos de pensar un objeto
matematico, sin restarle importancia a la caracterizacion de cada modo de pensamiento pues
se contempla que esto es un paso necesario para el surgimiento de los elementos

articuladores.

Desde las estrategias didacticas, en la comprension de objetos matematicos dentro de la teoria
de los modos de pensamiento, conlleva a relacionar aspectos necesarios para la creacion de
secuencias didacticas en el estudio de Areche (2017), el cual basado en los argumentos de
Sierpinska (2000), y en las conclusiones de Bonilla, Parraguez & Solanilla (2013), donde se
afirma que el transito de un modo de pensar a otro posibilita la compresién de campo
geométrico, Areche construyd fue una propuesta de una secuencia didactica para la
ensefianza de la circunferencia a través del estudio de clases, donde proporciona elementos

atiles en las distinciones de los estudiantes, que, sin conocer la teoria de los modos de
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pensamiento, conllevan a desarrollar un transito entre estos modos y dependiendo del tipo de
actividad que se le proponga utilizan las tres maneras de pensar el objeto matematico. Este
tipo de analisis soporta la utilidad de la teoria como base en una propuesta curricular. Para
este trabajo, dicho analisis contribuye a que, de manera reflexiva, se tome la independencia
de poder aplicar a una poblacién de estudiantes una guia que contenga actividades, donde el
proposito apunte a utilizar los modos de pensamiento para su desarrollo, sin que conozcan la
teoria. La finalidad de esta reflexion es apuntar hacia los articuladores, que permiten transitar
de un modo de pensar a otro, como bases para el constructo o modificacion de una estructura

curricular.

1.1.1.1 Comprension profunda

Desde la teoria de los modos de pensamiento, se enmarca la importancia de la relacion que
existe entre estas maneras de entender un objeto matematico y como esta articulacion
contribuye en la comprension profunda de estos conceptos. Sierpinska (1990) define que:
“Comprender el concepto sera concebido como el acto de captar su significado. Este acto sera
probablemente un acto de generalizacion y sintesis de significados relacionados con
elementos particulares de la ‘estructura’ del objeto (la estructura es la red de sentidos de las
sentencias consideradas). Estos significados particulares tienen que ser captados en actos de
comprension.” (p. 27)
De esto, subyace la necesidad de construir caracteristicas necesarias en la estructuracion de
esta aprehension, por tanto, desde Sanabria (2020), en su tesis doctoral menciona que para
identificar el concepto de comprension profunda se debe evidenciar las superacion de
obstaculos epistemoldgicos, entendidos en matematicas, como situaciones problemas en las
cuales al intentar ser solucionadas evidencian el surgimiento de concepciones que enlazan la
practicidad con la teoria de dichos elementos matematicos. A partir de esto, toma algunas
consideraciones en la relacién del limite y la derivada, para asi, poder presentar una
aproximacion tedrica de la nocion de obstaculos y postular ejercicios de estos dos temas.
Como resultado, concluye que el estudio de estos obstaculos aporta herramientas que apoyan
tanto a docente como a estudiantes a facilitar la superacion de dificultades para potenciar el
desarrollo en el aprendizaje del caculo diferencial, y con esto se establece que para captar el

significado de un objeto matematico es necesario la solucion de problemas desde la
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epistemologia propia del concepto matematico estudiado. La importancia de estas
consideraciones para la investigacion es el aporte de las caracteristicas desde la epistemologia

del objeto derivada por las cuales se estructuran las actividades que componen a la guia.

Al indagar la estructura conceptual de la comprension profunda, se evidencia la necesidad de
obtener de situaciones de aplicabilidad en donde los modos de pensamiento permitan
identificar el momento en donde los estudiantes capten el significado de un objeto
matematico. Un modo de logar esto, es lo que se menciona en Irazoqui & Medina (2014),
puesto que para lograr una comprension profunda se deben postular ejemplos donde se
utilicen definiciones que aportan una manera de llegar de forma natural al concepto formal
de un objeto matematico. Al exponer esta idea, afirma que existe un transito entre la intuicion
practica del elemento matematico y su definicion. Para lograr este modo de entender el
concepto de derivada, el autor propone dividir la malla curricular en médulos y a través de
datos estadisticos se apoya para sostener que es una buena propuesta como recurso
metodoldgico, puesto que esta alternativa de estructurar el aprendizaje profundo que propone
aportd una posibilidad de mejorar los resultados de aprendizaje en los estudiantes. De lo
anterior, se acoge para esta investigacion la idea de organizar el contenido teméatico desde
apartados, puesto que, en el disefio de la guia, se planifica a partir de secciones donde se
analiza la derivada desde cada uno de los modos de pensamiento, generando una
comprension del tema a partir de la interactividad de elementos matematicos relacionados

con la derivada y que contribuyen en la formacion de su definicion.

En relacion con el marco tedrico de los modos de pensamiento determinan y la comprension
profunda se define como la capacidad de los estudiantes adquieren de poder transitar desde
un modo de pensar practico a un modo de pensar teérico del concepto matematico al
solucionar problemas que lo involucren. la manera en que los estudiantes pueden pensar un
objeto matematico desde lo practico hacia lo tedrico (Pinto & Parraguez, 2015). Lo cual, es
demostrado desde Bonilla & Parraguez (2013), donde afirman que, al referirse a una
comprension profunda de un objeto matematico propio del algebra, las autoras entienden que
el estudiante comprende el objeto matematico, en este caso la elipse en los modos: Sintético

Geométrico (seccion conica en el espacio que se representa en el plano), Analitico Aritmético
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(pares ordenados que satisfacen la ecuacion de la elipse), Analitico Estructural (lugar
geométrico). Dentro de las conclusiones, se destaca el hecho de la importancia entre el
transito de los modos de pensamiento, pues permiten comprender propiedades del propio
elemento matematico estudiado y a través de estos elementos estructurales los estudiantes
alcanzan una comprension profunda del concepto, al demostrar la capacidad de conectar lo
geométrico con el andlisis aritmético de la elipse. Esto se relaciona con el proposito del
trabajo que es evidenciar a través de su desarrollo que existen elementos que relacionan a los
modos de pensamiento y a la vez logran que los estudiantes obtengan un mayor
entendimiento del concepto matematico en el momento que utilizan su aplicabilidad para

construir su definicién.

1.1.1.2 Elcurriculo asociado los modos de pensamiento

A partir de las consideraciones hechas en la conceptualizacion al referirse a la comprension
profunda, se expone una mirada de como estas propuestas pueden contribuir de cierta manera
en la estructura curricular de los temas que tradicionalmente se estudian y a la vez favorecen
el proceso de ensefianza y aprendizaje. Desde el punto de vista sugerido por Rojas (2011), al
referirse a un aprendizaje basado en problemas, se entiende que los conceptos matematicos
surgen a partir de la solucion de situaciones problemas relacionadas con su epistemologia
(entendidas en este trabajo como obstaculos epistemoldgicos) y con ello provocar un
aprendizaje significativo. Dentro del trabajo se utiliza la superacion de obstaculos
epistemoldgicos para entender la relacion entre derivada e integral, y a partir de estas
situaciones problemas planteadas se deduce la necesidad de planificar una unidad didactica
que permita organizar los contenidos de manera que el estudiante a través de preconceptos
genere su propio conocimiento del tema, al igual que favorece el manejo didactico por parte
del profesor. Este tipo de organizacion contribuye en esta investigacion, puesto que en el
marco tedrico utilizado es fundamental tener claro los elementos matematicos que interactuan
en la construcciéon de la derivada ya sea desde lo geométrico, lo analitico o desde sus

propiedades.
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En este mismo sentido, al referirse a la estructura tematica de los contenidos, se aborda lo
estudiado por Irazoqui & Medina (2014), en el hecho de afirmar que un problema grave
dentro del curriculo es presentar la derivada Unicamente a partir del concepto de limite, para
la cual proponen a través de una estructura modular, utilizar elementos matematicos
fundamentales que dieron origen a la derivada ya que estos aportan ideas intuitivas de como
surgen estas definiciones. Desde la metodologia planteada por las autoras, se consideraron
dos grupos donde uno de ellos se les aplicé la estructuracion del curso a través de modulos,
por tanto, al culminar el curso con este recurso metodologico, generé un mayor rendimiento
academico en comparacion con el grupo que no se le imparti6 esta organizacion,
demostrando esto con datos estadisticos. De esto, el trabajo proporciona aspectos en el disefio
de la guia en cuanto a su organizacion tematica, puesto que, aunque el limite es un elemento
matematico fundamental en el concepto de la derivada, es necesario relacionarlo con objetos
de la matematica como la recta tangente, recta secante, pendiente y otros que contribuyen a

la formacién de esta definicion.

Teniendo en cuenta que dentro del marco de los modos de pensamiento en el célculo
diferencial se debe apreciar lo referente al modo Analitico Estructural, donde la construccion
del concepto se basa en la aplicabilidad de las propiedades de otros elementos matematicos
alusivos a su epistemologia, Pino-Fan, Castro, Godino & Font (2013), al analizar el sentido
de la derivada después de las construcciones hechas por Newton y Leibniz, se denota un
nuevo caracter a su definicion formal a través del limite de incrementos, donde se componen
segun el autor, por elementos matematicos primarios como la tangente, el calculo de
velocidades y las variaciones, las cuales contienen aspectos desde sus propiedades que
permiten una estructuracion del concepto formal de derivada. De estas peculiaridades
estudiadas por los autores, concluye que el curriculo se entiende como la combinacién de dos
caracteristicas fundamentales en la ensefianza, por un lado, la estructuracion tematica del
curso de célculo diferencial y por otro la revision detallada de los libros de textos esenciales
para la planeacion en el proceso de aprendizaje. Desde las particularidades mencionadas, este
trabajo aporta en considerar otra caracteristica esencial en la construccion de las actividades
que componen a la guia, y es la de estructurarlas a partir del analisis de los textos que se

mencionan en el disefio curricular para el desarrollo del curso de calculo diferencial de la
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licenciatura en mateméticas que faciliten la comprensién del concepto de derivada

enmarcado dentro de la teoria de los modos de pensamiento.

1.1.2 Ensefianza del concepto de derivada

La historia nos da a entender que llegar al concepto de derivada fue un camino complejo,
intrincado y demorado. Su desarrollo no fue en un solo periodo de tiempo, ni mucho menos
nacié de la genialidad de algiin matematico. En su proceso, se da una gran importancia a la
intuicién como uno de los mejores razonamientos en la comprension del calculo. Su rigor
actual es importante puesto que, debe ser la meta por comprender de los alumnos, por ello,
al tener cierta idea de como surgié el calculo puede servir como un agente motivador para

que los estudiantes comprendan su epistemologia segun Cauchy.

Con lo dicho anteriormente, un cambio en el énfasis de comprender objetos matematicos se
evidencia en Lozano (2011), pues en su propuesta didactica expone una posible manera de
ensefar la derivada a partir del cociente de incrementos, a estudiantes de educacién media
académica y a los que cursan los primeros semestres de la universidad, con el fin de lograr
una mejor apropiacion del concepto de derivada en problemas de la vida cotidiana. En esta
propuesta se enuncian aspectos epistemoldgicos de la creacion del calculo y explora el autor
los problemas que motivaron en la revolucién cientifica (siglo XVII) a los matematicos en
este campo. Ademas, postula algunos ejemplos donde analiza la derivada como una razon de
cambio que permiten al estudiante entender mejor este concepto. Un punto de partida se
contempla desde la visualizacion de como los profesores ensefian este concepto dando a
exponer algunos enfoques (algebraicos, numérico, formales, geométricos), concluye que esta
manera de ensefiar tiene errores estructurales, arbitrarios y ejecutivos que los llaman
obstaculos epistemoldgicos. Expone disefia y aplica una propuesta didactica en donde se
evidencia los preconceptos para la ensefianza de la derivada, partiendo desde problemas
epistemoldgicos (velocidad, pendiente y cociente de incrementos) que iniciaron el
surgimiento de este objeto matematico. El uso de modelos sencillos y practicos da
importancia a la ensefianza de la derivada desde su epistemologia y ofrece cierta

interpretacion natural a conceptos béasicos requeridos en célculo diferencial.
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Desde la idea de formular modelos pedagdgicos a partir de obstaculos evidenciado en
investigaciones, un buen énfasis es partir de conceptos previos y de diferentes
interpretaciones del concepto de derivada como se establecio en Sanchez, Garcia & Linares
(2008) que estudiaban las debilidades que tienen los estudiantes de educacion media
academica y los que cursan los primeros semestres de universidad para entender el concepto
de derivada mas alla de resolverlas mas o menos mecanicamente a traves de ejercicios. En
este trabajo se nhombran algunas investigaciones de autores expertos sobre la ensefianza y
aprendizaje del calculo diferencial, ademéas da a conocer el entorno por el cual el docente
tiene que plantear para gestar en sus estudiantes una comprension acertada de la derivada de
una funcion. Parten de identificar una muestra donde la ensefianza de la derivada ha sido
netamente mecanica, luego postulan actividades sobre la derivada en un contexto real y
evidentemente los estudiantes no comprenden el concepto desde este ambito. Ahora a partir
de informacion suministrada por la investigacion, postulan tedricamente algunas
herramientas en la ensefianza de las derivadas, partiendo de la construccion de esquemas
considerado por Garcia, (1983) y la comprension del concepto de derivada en diferentes
formas de pensamiento. Relacionando los propoésitos para este trabajo es fundamental
detectar los &mbitos en donde se desarrolla el concepto de derivada (geomeétrico, analitico y

estructural) y que puedan dotar un significado profundo en la resolucion de problemas.

Dentro del proceso de ensefianza y aprendizaje, es notable no solo comprender la derivada
como un objeto matematico, sino, un objeto de ensefianza y aprendizaje en los profesores de
matematicas pues en Badillo (2004), se plantea la relacion e integracion entre el
conocimiento del contenido matematico y el conocimiento didactico del contenido con
relacién al concepto de derivada, soportado en las investigaciones de Azcarate (1990), se
atribuye la importancia de entender la derivada desde conceptos previos y necesarios para su
comprension y profundizacion en el pensamiento matematico avanzado. A manera de
conclusion, el trabajo demuestra las singularidades y las diferencias que tienen los profesores
de matematicas de conocer la derivada como objeto matematico, de ensefianza y aprendizaje.

Estas contribuciones, son importantes dentro de la investigacion, puesto que orientan el
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enfoque en el cual se analizan los campos en la formacion inicial del profesor de matemaéticas

en el marco de su conocimiento profesional.

Estas investigaciones se enfocan en aspectos cognitivos, epistemologicos y socioculturales.
Las dificultades se han centrado en el concepto de limite, los procesos infinitos, la variacion,
el infinito, la derivada, la integral, las series, las funciones, la notacion y los procesos de
generalizacion, demostracion y representacion. Teniendo en cuenta el andlisis de estos
trabajos que se han basado en la ensefianza del calculo diferencial, se resalta la poca
profundizacién de observar a los objetos matematicos que subyacen de aplicar
investigaciones como posibles conectores en la transitividad del modo de pensar la derivada.

Con respecto a esta investigacion, estos trabajos han de contribuir desde lo metodolégico y
tedrico para lograr caracterizar los articuladores emergentes en los estudiantes del curso de
calculo diferencial. Esto permite, concebir la derivada desde un punto de vista desde sus
origenes, esto quiere decir, desde una perspectiva geométrica (puesto que no es muy usada
por los profesores), entender con ayuda de la geométrica analitica (articuladores) el concepto
de la derivada desde un punto de vista Geométrico — Grafico — Convergente. También, desde
la préctica descubrir temas que utilizan los estudiantes que les permiten transitar desde un

modo de pensamiento a otro (articuladores), en la comprension del concepto de derivada.

1.2 Formulacién del Problema

La problematica de investigacion se centra en la superacion de un obstaculo epistemolégico
para la cual (Cid, 2000) plantea que:

la definicion de obstaculo epistemoldgico conlleva, implicitamente, el establecimiento de un
paralelismo entre las concepciones obstaculo que poseen los alumnos actuales y determinados
conocimientos y saberes historicos que han obstaculizado la evolucion de las matematicas y
cuyo rechazo ha sido incorporado al saber trasmitido (p. 3).
Dentro del contexto al cual esta investigacion fue aplicada, se indago tanto en el disefio
curricular del curso de calculo diferencial como de manera empirica, la dificultad en alcanzar

un nivel superior de abstraccién en el proceso de ensefianza-aprendizaje del concepto de
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derivada. En el anélisis del aspecto curricular, la ensefianza de las matematicas en un
programa de formacion de profesores debe garantizar que sus estudiantes adquieran
conceptos disciplinares bases para la instruccion de las matematicas escolares y en programa
que ofrezcan formacién matematica. Con lo dicho en la formacion docente, también se debe
contemplar la formacion didactica, donde el profesor en formacion adquiere destrezas en la
eleccion de métodos y técnicas a la hora de ensefiar un determinado tema. Ahora también se
resalta el conocimiento tedrico del contenido a ensefiar puesto que para pensar de esta manera
es necesario el manejo y profesionalizacion de dicho tema, es por ello, por lo que nace la idea
de implementar herramientas desde la teoria de la didactica de las matemaéticas que puedan
apoyar a los profesores de matemaéticas en formacion para la comprensién tedrica de objetos

matematicos.

Lo mencionado anteriormente, hace alusion a la vision y mision de la universidad
Surcolombiana, puesto que, en su vision, menciona la formacion de personas integras y con
pensamiento critico, fundamentado en sus conocimientos disciplinares. Por consiguiente, al
enfatizar esta mision en la facultad de educacion y en especifico en el programa de
Licenciatura en Matematicas, estos saberes se amplian en conocimientos pedagdgicos y
didacticos aludidos a la caracterizacién y profundizacién de resultados que subyacen de la
socializacion del significado y percepcion del saber, relacionado con las principales
corrientes y modelos pedagdgicos, que les ayuda a innovar planes curriculares o
modificarlos, en técnicas pedagdgicas y un buen manejo de las TIC en el aula de clase. En lo
disciplinar, aspectos como su historia, su filosofia, sus principios, sus métodos, sus alcances,

sus principales resultados y el estado reciente de su desarrollo.

Por lo anterior, se establece una primera génesis del problema, asociada a la organizacion y
tratamiento de la tematica del curso en mencion (microdisefio), pues se contempla el estudio
del calculo diferencial, en especial el concepto de derivada (que es su tema principal), donde
se aprecia que se plantea de una manera tradicional (repartido en unidades y temas), es decir,
de una manera conductista asociandose a lo expresado por Florez (1999), donde el curriculo

se evidencia desde una estructuracion horizontal y vertical que reflejan una concepcion
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mecanicista del aprendizaje, la ensefianza por repeticion e individualizada, que permite la

fragmentacion y desvinculacién del conocimiento.

Entonces, en el microdisefio curricular del afio 2020 (ver tabla 1), el estudio de los numeros

reales a través de sus axiomas de cuerpo, de orden y de completez, el estudio de las funciones

de variable y valor reales a partir de los conceptos de limite, continuidad y derivada

fundamenta en el estudio de la pendiente de la recta tangente a un punto, incluyendo algunas

de sus aplicaciones, demuestran una desarticulacion con los elementos histéricos que

condicionaron que estos se originaran y en particular con distintas maneras de dotar de

significado a estos objetos matematicos (Gémez, 2002).

Tabla 1 Microdisefio curricular curso Célculo Diferencial
MICRODISENO CURRICULAR CURSO CALCULO DIFERENCIAL

UNIDAD No. de CONTENIDOS TEMATICOS
TEMATICA semanas
1 1 Axiomas de cuerpo de los reales y axiomas de orden
2 Acotamiento de conjuntos. Axiomas de completez
3 Funciones: Clases, transformaciones, funciones
trigonométricas
4 Limites de funciones y sus propiedades
) 5 Célculo de limites
6 Limites al infinito. Limites finitos
7 Continuidad de funciones
8 Rectas tangentes y velocidad
9 Calculo de derivadas usando la definicion. Regla de la potencia
10 Reglas para derivar una suma, un producto y un cociente
3 11 Derivada de las funciones trigonométricas, exponencial y
logaritmica
12 Regla de la cadena
13 Derivacién implicita. Teorema de Rolle y del valor medio
14 Aproximaciones lineales y método de Newton. Valores
4 maximos y minimos
15 Trazado de curvas, primera y segunda derivada
16 Razones de cambio. Movimiento rectilineo

Fuente: Licenciatura en Matematica
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Esto da como reflexidn, que el discurso matematico a provocar en el aula de clase, se ha de
centrar en conceptos, algoritmos y formulas tratando de ofrecer a los estudiantes la exactitud
y formalismo, omitiendo las situaciones que permitieron originar el conocimiento, en vez de
evidenciarlo en un ambiente fuera de formalismos, pues el saber proviene el ser humano a

través de su préctica y experiencia (Parra & Cordero, 2008).

Del mismo modo, en cuanto a las propiedades atribuidas a los conceptos y objetos
matematicos, solo considera las que hacen parte de la aplicabilidad de la derivada y no tiene
en cuenta las propiedades que surgen de la interaccion entre elementos matematicos que
contribuyen en la formacion del concepto de derivada. Por todo lo anterior, la problemética
se posiciona de manera inicial desde la propuesta curricular expresada en el microdisefio, la
cual no contribuye a una comprensién profunda del concepto de derivada como un
conocimiento disciplinar por parte de los profesores en formacion y condiciona en muchos

casos la ensefianza del mismo.

En la siguiente tabla se evidencia una consecuencia, expresada en la cantidad de estudiantes
que aprobaron o reprobaron el curso de calculo diferencial de la Universidad

Surcolombiana.

Tabla 2 indice de reprobacion

ANO 2018 2019 2020
SEMESTRE 1°2° 1° 2° 1°
N° DE ESTUDIANTES 50 27 41 48 36
APROBADO 13 26 13 23 36
NO APROBADO 37 1 28 25 0

Fuente: secretaria licenciatura en matematicas

Se puede tener una mejor descripcién de los datos en el diagrama de barra, en la ilustracion
1.
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llustracion 1. Diagrama de barras indice de aprobacion y reprobacién
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Fuente: Elaboracién propia

Se observa que, en 2018 y 2019 el porcentaje de alumnos que reprobé el curso fue 36%, 53%
respectivamente. De la situacion planteada, se identifica la desvinculacion entre las posibles
maneras de estudiar la interaccion de conceptos que contribuyen a la determinacion de lo que
significa el célculo diferencial y en especifico la derivada, ocasionando una desarticulacion
curricular entre el proceso de ensefianza y aprendizaje del concepto de derivada.

En ese sentido, derivado de lo anterior, acufiamos la segunda génesis del problema al proceso
de ensefianza llevado a cabo por el profesor titular de la asignatura de calculo diferencial. Al
enfocarse en la instruccion de conocimientos disciplinares por parte del profesor titular del
curso, desde la planificacion entendida como el transcurso de una prevision, desarrollo y
evaluacion conocimientos hacia la consecucion de objetivos de aprendizaje postulados
(Castro, 2013), se derivan algunas cuestiones problematicas.

En primer lugar, en la organizacion del contenido asociado al concepto de derivada
(prevision), es claro que el profesor no contempla un estudio geométrico y analitico del
concepto de derivada para su ensefianza, sino que se limita a organizarlo desde su perspectiva
procedimental, no evidenciando que los objetos matematicos para su comprension deben

estudiarse desde diferentes representaciones que permitan evocar su significado (Gomez,
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2002). Asi mismo, se ha podido constatar que no hay consideraciones historicas para la
construccion del concepto de derivada desde los conceptos de razén de cambio, variacion,
entre otros. Finalmente, el profesor no considera dentro de su organizacion, un transito entre
las distintas formas de conceptualizar la derivada, pues tradicionalmente la ensefianza carece

de reflexiones tedricas asociadas al conocimiento matematico.

En segundo lugar, al profundizar en la gestion del conocimiento en el aula de clase
(desarrollo), se evidencia que las estrategias metodoldgicas usadas para la construccion del
concepto de derivada, atafie a un recital de ideas asociadas a la derivada sin que exista la
construccion del concepto, pues la misma organizacion pre establecida, conlleva al
tratamiento fragmentado de las diversas formas de entender el concepto de derivada,
enfatizando siempre una postura procedimental. En ese mismo sentido se puede apreciar que
el profesor titular del curso no es del todo consciente en el aula que existen conocimientos
(articuladores emergentes) asociados a diferentes temas que permiten articular los distintos
modos de entender la derivada. Finalmente, como es necesario que los profesores en
formacion adquieran y construyan el concepto de derivada es importante considerarlos como

individuos participes activos de la clase e incentivar su proceso cognitivo (Viale, 2011).

Asi, en tercer lugar, al referirnos al proceso de evaluacion al interior de la planificacion se
establece que el profesor, al no posicionar el concepto de derivada desde diferentes formas,
no puede establecer si su significado ha sido asumido por parte de los profesores en
formacion, lo que ocasiona que los conceptos y procedimientos matematicos que se

desarrollan posteriormente carezcan de sentido al interior del calculo diferencial.

A partir de las descripciones anteriores, se infiere que éstas condicionan la comprension
profunda de la derivada y los conocimientos matematicos que pueden articular los diferentes
modos de entender la derivada en los profesores en formacion de la licenciatura, lo cual se
traduce en la tercera génesis del problema asociado con el aprendizaje. Dentro de las
dificultades que encapsulan una mala comprension del concepto de derivada, se establece la
no relacion por parte de los profesores en formacion de la razon de cambio media como

pendiente de una recta, la poca asimilacion de la nocion de cambio, y la no relacion del limite
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del cociente incremental o pendiente de la recta tangente. Por este motivo, los profesores en
formacion asumen el concepto de derivada de manera fraccionada, es decir, un entendimiento
del tema desde un razonamiento operacional, resultado de la simplicidad que los procesos
algoritmicos garantizan (Maturana & Parraguez, 2012) alejandose del sentido amplio que
implica el concepto de este objeto matematico en el estudio de las matemaéticas, y en
particular no destacando una serie de conocimientos que permiten el transito de las distintas

formas de comprender el concepto de derivada.

Desde las indagaciones presentadas, se demuestra que dentro del proceso de aprendizaje es
necesario descomponer el concepto de derivada desde otras maneras de estudiarla, que
incentiven la sintesis de conceptos relacionados con elementos matematicos que hacen parte
de su configuracion. Asumir una mirada distinta desde los procesos de ensefianza y
aprendizaje puede ser posible si en su estructuracion, gestion, asimilacion y construccion se
da desde los modos de pensamiento puesto que genera una mirada mas amplia de como
pueden los estudiantes en formacion para profesores de matematicas comprenden este objeto
matematico, asumiendo una mirada geomeétrica, analitica y operacional, pues permitira el

transito e interaccion de estos tres pensamientos que no se genera en el aula de clase.

Esto conlleva, a identificar la importancia en la relacion a los tipos de conocimiento que
caracterizan el saber matematico, puesto que, desde el componente curricular, el Ministerio

de Educacion Nacional de Colombia — MEN, 2006) enuncia que:

En el conocimiento matematico también se han distinguido dos tipos basicos: el conocimiento
conceptual y el conocimiento procedimental. EI primero estd mas cercano a la reflexion y se
caracteriza por ser un conocimiento tedrico, producido por la actividad cognitiva, muy rico
en relaciones entre sus componentes y con otros conocimientos; tiene un carécter declarativo
y se asocia con el saber qué y el saber por qué. Por su parte, el procedimental estd mas cercano
a la accion y se relaciona con las técnicas y las estrategias para representar conceptos y para
transformar dichas representaciones; con las habilidades y destrezas para elaborar, comparar
y ejercitar algoritmos y para argumentar convincentemente. ElI conocimiento procedimental

ayuda a la construccion y refinamiento del conocimiento conceptual y permite el uso eficaz,
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flexible y en contexto de los conceptos, proposiciones, teorias y modelos matematicos; por
tanto, est& asociado con el saber como (p. 50).
Estos argumentos indican la identificacion de la desarticulacion en el conocimiento
matematico dentro del curso de célculo diferencial de la licenciatura en matematicas,
concluyendo asi, que esta dificultad encontrada es la problematica fundamental y el obstaculo
epistemoldgico, en el cual se enfocan las acciones hechas en esta investigacion para lograr

su superacion.

Para lograr el avance esperado, se inicia el estudio del fendmeno didactico de la manera en
como alcanzar un nivel superior de abstraccién del concepto de derivada en los estudiantes
de la licenciatura en matematicas. Es por ello, que encontrar estas formas de llegar a ese nivel
superior representa un problema didéctico, donde lo que se busca es articular los tipos de
conocimiento matematico y lograr establecer el transito entre los modos de pensamiento,
logrando una comprension profunda del concepto de derivada y llegando a su vez, a ese nivel

superior de abstraccion de dicha concepcidn.

Desde un punto de vista teorico, la derivada es un objeto matematico relevante en la
formacion de profesores de matematicas, es por ello, que se hace necesario implementar
contribuciones tedricas desde la didactica de la matematica. Es asi como la teoria de los
modos de pensamiento que permite la implementacién de los modos GGC, AO y AE para
potenciar a docentes y estudiantes en la ensefianza y el aprendizaje del célculo y poder
alcanzar una compresién profunda de este concepto a través de las articulaciones en el enlace
de estos tres modos de pensamientos. Aungue no esta comprobado que un conocimiento
profundo del concepto de derivada garantice un aprendizaje profundo en los profesores en
formacion, si permite que estas reflexiones permeen el aula de clase, cuando el profesor
titular del curso reconoce que existen diferentes modos de pensar el concepto. Es decir,
cuando €l mismo es consciente de generar en los profesores en formacion “la capacidad para
transitar desde un pensamiento practico a un pensamiento tedrico del concepto al resolver

problemas del célculo diferencial” (Pinto & Parraguez, 2015, p.2).
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Las unidades tematicas y sus respectivos contenidos junto con las actividades y estrategias
son los aspectos sobre los cuales se planted la pregunta que guio esta investigacion asociada
a un problema didéactico: ¢ Como lograr un nivel superior de abstraccion de la derivada
en estudiantes de la licenciatura en matematicas?, ya que se considera que este tipo
reflexiones debe ser parte fundamental en un programa de formacion de profesores de

matematicas.

1.3 Justificacion

La ensefianza del calculo diferencial ha sido un tema fundamental en el campo de la didactica
de las matematicas en los Gltimos afios como se puede apreciar en los antecedentes de esta
investigacion. Esto ha conllevado a formular la adaptacion de teorias en didactica de las
matematicas al campo de la ensefianza del calculo diferencial. Con esto, podemos apreciar la
adaptacion de la teoria de los modos de pensamiento al proceso de ensefianza y aprendizaje
del objeto derivada. En el contexto de la educacién superior, la ensefianza de este campo
desde los modos de pensamiento aplicados a estudiantes de un programa de formacién de
profesores de matematicas es de gran interés puesto que puede cambiar el énfasis de como
ensefiar este objeto matematico para futuros docentes e influir en cambios curriculares en el
curso de célculo diferencial, usando como base la forma en como los mismos estudiantes
interpretan y comprenden un objeto matematico. Con la idea anterior, la pertinencia de este
trabajo en el programa de Licenciatura en Matematicas de la Universidad Surcolombiana, se
centra en la necesidad de formar profesionales con una sélida formacion en matematicas, y
la de implementar elementos de ensefianza-aprendizaje, que subyacen de los mismos
estudiantes (los que estan aprendiendo calculo diferencial) para ampliar las maneras de
construir relaciones entre los modos de pensar el objeto derivada en los estudiantes y llegar

a una comprension profunda segun esta teoria.

Los modos propuestos por Pinto & Parraguez, (2015), son la directriz de esta investigacion.
Sin embargo, en el ambito de la formacion de profesores de matematicas y la ensefianza-
aprendizaje del concepto de Derivada, se hace notable (sin perder el norte de este trabajo),
considerar la relacion entre la Historia de las Matematicas y la Educacion Matematica; al
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respecto, se presentan cinco categorias entre las cuales se encuentran “las que aluden a la
racionalidad (los por qué) y los que aluden a las intenciones (los para qué)” (Guacaneme,
2011, p1). Cuando se sefialan las razones que mencionan a la racionalidad, una consideracion
del trabajo es que el propdsito de la investigacion se alinease a los objetivos propuestos para
garantizar resultados, y asi lograr construir herramientas desde la teoria de la didactica de las
matematicas que permitan a los estudiantes en formacién de profesores poder alcanzar un
comprension profunda a partir de su importancia y aplicabilidad del objeto matematico la

derivada, puesto que, se enmarca en el campo de la formacion de profesores de matematicas.

Cuando se aluden a las intencionalidades se relaciona con el valor de la investigacion dentro
del contexto seleccionado, es por ello por lo que este trabajo proporciona bases teoricas para
la ensefianza del concepto de derivada, apoyadas en el marco tedrico de los modos de
pensamiento y a su vez se transforman en herramientas necesarias para el proceso de
investigacion en el ambito de fortalecer fuentes de recursos para la ensefianza y la

epistemologia de la formacion docente.

El interés de estos cuestionamientos respecto a las maneras de pensar el concepto de derivada,
esta encaminado a reflejar el papel que juegan los articuladores para comprender el concepto
de Derivada en el proceso de ensefianza aprendizaje, asi como también precisar cuando un
estudiante ha comprendido la Derivada desde un Modo de Pensamiento y una vez hecho lo
anterior como facilitar el transito de un modo de pensamiento a otro y desde luego plantear
metodologias y estrategias pedagdgicas entorno al microdisefio del curso de Calculo
Diferencial y su afinidad con la Comprensién Profunda de la Derivada. EI motivo por el cual
se opto por un tema de investigacion relacionado con el aprendizaje del célculo diferencial
en la educacion superior, y mas especificos con la ensefianza del concepto de derivada de los
estudiantes de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Surcolombiana; es el poco
entendimiento de la importancia y la aplicacion del calculo diferencial en la humanidad. Para
el programa de Licenciatura en Matematicas de la Universidad Surcolombiana y desde el
semillero de investigacion E.MAT.H resulta esencial realizar el presente estudio ya que
fortalece el aprendizaje significativo de las matematicas en los educandos, en el cual incluye

la necesidad de plantear configuraciones didacticas.
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Inicialmente esta investigacion parte de entender y relacionar el objeto derivada desde el
marco referencial expuesto en el microdisefio del curso de Calculo Diferencial de la
Licenciatura en Matematicas de la Universidad Surcolombiana y entenderlo desde algunos
puntos de vista usando descripciones desde la teoria de los modos de pensamiento. Luego se
consideran necesarias algunas acciones que dan pertinencia y cierta viabilidad a la
investigacion desde el contexto estudiado, para luego si, teniendo los resultados de aplicar
dichas acciones, se requiere una reflexion desde el punto de vista inicial, confrontado con el
conocimiento generado, para asi, poder diligenciar las herramientas necesarias para obtener
los resultados que se esperan de aplicar la investigacion.

En este sentido, el punto de partida es el de estudiar resultados de investigacion para encontrar
caminos que propongan permear el aula de clase. Comunmente, los investigadores dicen que
“los marcos teoricos son lentes que nos permiten ver/estudiar, las problematicas,” en ese
orden de ideas, se estudian investigaciones, con el animo de disefiar estrategias que
contribuyan a comprender los resultados encontrados por los tedricos en el marco del
conocimiento profesional del profesor de matematicas y lograr que estos lleguen al aula de
clases. Dentro de este contexto, se plantea que una buena metodologia de esta investigacion
es perseguir de manera adecuada el camino hacia los objetivos propuestos, para garantizar
resultados, es por ello por lo que se plantea como primera medida categorizar desde los
aspectos epistemoldgicos y didacticos de los contenidos aprendidos por los estudiantes de
Célculo Diferencial de la Licenciatura en Matematicas, siguiendo la bibliografia expuesta en
el microdisefio curricular. Esto permite, establecer conexiones necesarias entre la manera
epistemoldgica y didactica en la que se enfocan los distintos libros, estableciendo cada
aspecto que se tiene en cuenta dentro de la ensefianza del objeto derivada, contemplando

descripciones enmarcadas dentro de los modos de pensamiento.

El enfoque de la investigacion apunta a un estudio profundo sobre los objetos matematicos
que utilizan los estudiantes para transitar un objeto matematico desde algiin modo de pensarlo
a otro segun la teoria de los modos de pensamiento. Para ello es necesario, tener en cuenta

una caracterizacion que enmarque los elementos articuladores emergentes, para fundar un
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andlisis concreto de lo encontrado, teniendo en cuenta las relaciones establecidas por los
estudiantes al resolver actividades relacionados con la derivada enmarcada dentro de los

modos de pensamiento.

Es necesario considerar en este andlisis la organizacion de los pasos a seguir para generar
cierto conocimiento en el desarrollo de estos, y con ello también, construir un criterio que
sustente la viabilidad del trabajo. Se considera que es de un gran valor agregado, las
creaciones de propia autoria, puesto que las reflexiones que subyacen de examinar una teoria
y contextualizarlas generan una mejor comprension del enfoque en el cual se quiere
encaminar el objeto a estudiar y permite configurar ciertas acciones dentro del proceso de
investigacion que las hacen obtener una pertinencia precisa y lograr resultados que permitan

responder a la pregunta de investigacion.

1.4  Objetivos
1.4.1 Objetivo General
e Caracterizar los articuladores emergentes que permiten el transito de los modos de
pensamiento en la comprensién profunda de la derivada en estudiantes de la

Licenciatura en Matematicas.

1.4.2 Objetivos Especificos

e Estructurar el concepto de derivada desde los modos de pensamiento, que permitan
su comprensién profunda.

e Configurar actividades desde los modos de pensamiento que permitan el transito para
la comprension profunda de la derivada, para el disefio de una guia en el curso de
Célculo Diferencial de la Licenciatura en Matematicas.

e Validar una guia que permita evidenciar la compresion profunda de la derivada, desde

los articuladores.
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CAPITULO 2

2 MARCO CONCEPTUAL

En este capitulo se describen dos categorias tedricas fundamentales para esta investigacion.
La primera es la formacién de profesores de matemaéticas y la segunda es un conocimiento a
la epistemologia de los modos de pensamiento y la manera en que se modificaron para la

ensefianza del Calculo Diferencial y en especifico la comprension del concepto de derivada

2.1 Formacién de Profesores de Matematicas

La formacion docente esta relacionada con la necesidad de crear nuevas maneras de
comprender el saber en el hecho de que parte de esta formacién en matematicas y en la
profundizacién de la disciplina, los conocimientos didacticos y la reflexion sobre sus
practicas pedagdgicas. Puesto que estos aspectos le dan herramientas para afrontar retos
dentro de un aula de clase y siguiendo un determinado curriculo. A lo que se refiere, Quero
(2006) se intenta estudiar —la formacion docente— en sus categorias de analisis méas
importantes: (a) el conocimiento profesional y (b) el saber pedagogico. Se trata de reflexionar
desde una perspectiva ontoldgica, epistemoldgica y tedrica sobre la relacion de ese proceso
entre el saber y el aplicar. En esencia, desde el conocimiento pedagdgico son los métodos
establecidos para la ensefianza, donde le objetivo es direccionar la busqueda de una relacion
entre el saber y el hacer desde perspectivas epistemolodgicas y tedricas de este complejo

proceso.

“El conocimiento matematico es un tipo de saber de naturaleza dual, que conjuga aspectos
internos, relacionados con su propia estructura formal abstracta, y aspectos externos,
relacionados con su aplicacion a la resolucién de problemas reales” (Onrubia, Rochera &
Barbera, 2001, citado en Torres, 2015, p. 14). Para lograr dicha facultad en la solucién de
problemas es necesario tener en cuenta aspectos importantes en la formacion matematica,
como lo son su simbolizacion, representaciones y propiedades puesto que son elementos

necesarios en la construccién y entendimiento abstracto de objetos matematicos, como lo
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indica (Onrubia, Rochera & Barberd, 2001, citado en Torres, 2015, p. 15) “Las Matematicas
se caracterizan por ser un conocimiento de alto nivel de abstraccion y generalidad, de
naturaleza deductiva, que utiliza un lenguaje formal especifico propio para ser comunicado
y que esta exento de intencionalidad o temporalidad”. Es por ello, que en la formacion
docente es sustancial formalizar comprensiones tedricas desde aspectos epistemoldgicos de
los temas enlazados con objetos matematicos, puesto que genera en el profesor en formacion
una manera mas clara y precisa de relacionar estos aspectos formales a las aplicaciones en
las cuales puede estar inmerso los contenidos en matematicas, es decir, la importancia de
tener la capacidad de transitar desde un pensamiento practico a un pensamiento teorico del

concepto.

Dentro de la formacion profesional de un profesor de matematicas el contenido debe
atenderse desde dicha dualidad, y con ella, ofrecer algunos recursos de profundizacion y que
se relacionen en situaciones de la vida cotidiana. Se entiende, que el docente de matemaéticas
debe tener conocimientos solidos en matematicas para que ofrezca a sus estudiantes una
buena ensefianza del tema, soportandose en la forma didactica que este implementando, es
decir, si un profesor no adquiere el conocimiento de la asignatura la cual debe ensefiar no
podré hallar la manera adecuada para que los estudiantes comprendan los conceptos que la
componen (Ball, Thames & Phelps, 2008). No obstante, unas sélidas bases en matematicas
no garantizan que el profesor en formacidn tenga todas las herramientas para ensefiar puesto,
que estas bases no otorgan al profesor en formacién poder encontrar el modo de asignarle un
sentido que permita explicar los conceptos de tal manera que los estudiantes lo entiendan
(Ball, Thames & Phelps, 2008).

También, cabe resaltar que es imprescindible para un profesor en formacién comprender de
diferentes maneras un objeto matematico, puesto que da las herramientas para profundizar y
contextualizar dicho concepto, al igual que guiar en las respuestas que sus estudiantes puedan
acertar o no sobre el tema y eludir las malas interpretaciones. Con lo anterior, se establece
que el conocimiento del contenido es una parte fundamental dentro de la formacion de un

docente de matematicas puesto que ofrece un aprendizaje profesional en dicha area.
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La practica pedagdgica establece la relacion entre los ejercicios que se desarrollan en el salon
de clases y el curriculo establecido por una institucion. De lo anterior, al momento de
establecer las actividades a desarrollar en clase, es primordial tener en cuenta que estas logren
permear en el aula, para ello se debe obtener una vision clara y concisa de que saben y como
entiende un determinado tema. Por ello, se define que “las practicas pedagogicas son acciones
diarias que se aplican en las aulas, laboratorios u otros espacios, orientada por un curriculo y

que tiene como proposito la formacion de nuestros alumnos” (Quero, 2006, p. 3).

De esto, la importancia radica en el hecho de construir estas relaciones en las practicas
pedagdgicas para que permitan reflexionar sobre algunos aspectos que afectan la ensefianza
y el aprendizaje de la matematica, la formacion inicial del docente y proponer alternativas de
mejoramiento continuo a los procesos curriculares, enfatizando en el saber que un profesor
necesita para ensefiar una tematica especifica, (lo que se conoce como Conocimiento del
Contenido (CC)), al igual que la forma de como se debe postular y representar estos
contenidos para que sean entendibles (Conocimiento Didactico del Contenido(CDC)) (Botia,
1993). Para lograr dicho entendimiento, se requiere comprender la relacion entre los

conocimientos tedricos y la busqueda de la manera mas Util de representar ideas.

En el caso puntual del curso de célculo diferencial, en la componente del Conocimiento
Didéactico del Contenido (CDC) se referencia al modo en el cual los profesores adquieren un
saber y es el ¢cOmo ensefiar su campo en especifico? Es por esto, por lo que se indica que,
aunque es indispensable tener cierta profesionalizacion en el manejo de un campo de la
ciencia (Conocimiento del Contenido), de este no surgen ideas de la manera en cémo debe
ser presentado dicho contenido a una poblacion de estudiantes en particular. De lo anterior,
en la formacion de profesores en matematicas es fundamental adquirir habilidades de
modelacion de contenidos, a partir de la comprension teorica de contenidos en matematicas
(CC), puesto que es la base para la construccion de un conocimiento Didactica del contenido
(CDC).
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Considerando los saberes de referencia (CDC, CC), la naturaleza del conocimiento
profesional y las caracteristicas del uso del saber en el desarrollo de una determinada practica,
(Llinares, 2007), se resalta que una de los desafios de los programas en formacion de
profesores es potenciar el aprendizaje a lo largo de la vida y la discrepancia del tipo de
conocimiento que se adquiere (conocimiento en matematicas y conocimiento de contenido
pedag6gico en matematicas) y definir la diferenciacién entre de la préctica de ensefiar
matematicas del profesor y la construccion de una forma de aproximacion de instruir

matematicas por parte de los estudiantes.

Al considerar la ensefianza de las matematicas como una préactica que debe ser comprendida
y aprendida, se encuentra algunos articuladores que permiten realizarla como lo son el
observar, diagnosticar, planificar, evaluar y socializar. Por tanto, el aprendizaje del profesor
(en contexto de formacion como en formacion permanente) de matematicas desde una
determinada manera comprende la ensefianza de las matematicas de un determinado método
y justifica los articuladores utilizados. Estas destrezas necesarias sobre ensefiar matematicas
suponen tener la capacidad de construir nuevos conocimientos desde la experiencia. Este

proceso posee una caracteristica valiosa y es la relacién tedrico-practica.

Estas situaciones permiten generar reflexiones centradas en definir como los ambitos de
estudio pueden impulsar el aprendizaje en los estudiantes en formacidn para profesores. Estos
contextos comprometen periodos de experimentos para mejorar la estructura de la ensefianza
y el objetivo fundamental encaminado a la investigacion, es integrar la reflexion tedrica con
disefios de entornos de aprendizajes practicos que se aproximen a los principios tedricos

propuestos en el disefio de una clase de matematicas.

En el ambito de la formacién de profesores, aludiendo a la categoria de CDC, como se
menciono en paginas anteriores, de matematicas y en especifico a la ensefianza-aprendizaje
del concepto de Derivada, se hace vital considerar la relacién entre la Historia de las
Matematicas y la educacién Matematica; para lo cual no referimos a Guacaneme (2011),
quien plantea, entre otras, dos categorias respecto al papel de la historia de las Matematicas
en la educacion del profesor:
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» Los que aluden a la racionalidad (los por que)

» A las intenciones (los para qué)

Teniendo en cuenta los dos primeros planteamientos se identifica el por qué es importante
que el profesor de matemaéticas conozca e interactué con los tres modos propuestos por Pinto
y Parraguez para una comprension profunda del concepto de derivada de una funcion real de

variable real.

Tabla 3 Razones e intenciones

Razones

Intenciones

Papel que juegan los articuladores en el
proceso de ensefianza-aprendizaje del

concepto de derivada.

¢Para que el profesor de matematicas debe
conocer el planteamiento de la derivada
desde los modos de pensamiento GGC, AO
y AE?

¢Como lograr determinar que un estudiante

esta en alguno de los modos de

pensamiento?

El uso de los modos de pensamiento en el

proceso ensefianza-aprendizaje del

concepto de derivada.

Fuente: Elaboracién propia

2.2 Modos de Pensamiento

Anna Sierpinska es una investigadora en la didactica del algebra lineal, que después de
mucho tiempo de entender las dificultades de los estudiantes en el aprendizaje del algebra
lineal, concluyé que la razén principal de estas dificultades es que los estudiantes
comprenden el algebra lineal en diferentes aspectos y con un enfoque mas practico que
tedrico. En un inicio se pensd que era obvio, puesto que las definiciones axiomaticas del
algebra lineal son un conocimiento muy tedrico. Para el desarrollo de la teoria de los modos
de pensamiento se formularon preguntas acerca de lo que es exactamente el pensamiento
teorico, cuéles son sus caracteristicas y de qué manera estas caracteristicas son relevantes

para el aprendizaje del algebra lineal (Hillel, 2000).
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Estos modos de pensar objetos matematicos se basan en la relacion entre la aritmetizacion y
la geometria con el animo de poder establecer la manera en como los estudiantes de algebra
pueden transitar desde un pensamiento tedrico a un pensamiento practico de los objetos
matematicos. Para establecer este transito la investigadora Anna Sierpinska define tres modos
de pensar un objeto matematico propio del algebra lineal de la siguiente manera: En el modo
sintético-geométrico (SG) los objetos son presentados al estudiante mediante una
representacion geométrica, una figura, un conjunto de puntos. En el modo analitico-
aritmético (AA) los objetos matematicos son presentado a través de relaciones numeéricas,
los puntos en el plano aparecen como pares ordenados de reales, las rectas como ecuaciones,
los vectores como n-uplas, las matrices son arreglos de numeros en filas y columnas. En el
modo analitico-estructural (AE) se recurre mas bien a las propiedades de los objetos o su

caracterizacion a través de axiomas.

Con ello, Sierpinska reconoce tres modos de pensar el algebra lineal: Sintético Geométrico,
Analitico Aritmético y Analitico Estructural. Pues dados estos modos de pensamiento
contribuyen a interpretar el resultado de superar dos ideas inversas: La que rechaza los
nameros en la geometria y la otra, que desestima que la “intuicion geométrica” puede ser
comprendida desde un punto de vista netamente aritmético (Maturana & Parraguez, 2012).
Se considera que los modos de pensamiento son igualmente Utiles, cada uno en un contexto

en especifico y como proposito principal cuando interactian entre si.

En relacién con lo anterior, los modos de pensamiento para Sierpinska son el resultado de
una superacién de dos obstaculos: uno, que rechaza los numeros dentro de la geometria y el
otro, que rechaza que la intuicion geométrica puede ser llevada a un dominio puramente
aritmético. Este marco tedrico de la didactica de las matematicas construido por Anna
Sierpinska, toma como referencia que el algebra lineal nacié como un proceso de pensar
analiticamente en espacios geométricos y considerando la distincion de dos grandes procesos:
La aritmetizacidn del espacio y la desaritmetizacion del espacio a su estructuracion. Con esta
superacion epistemoldgica se puede entablar la relacién entre estos obstaculos, el

pensamiento practico como base para que el pensamiento tedrico adquiere importancia su y
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con el cual sigue teniendo su significacion epistemoldgica (Vera & Parraguez, 2012). La
teoria de los modos de pensamiento propone:

1. Explicitar modos de pensar un objeto matematico.
2. Constituir formas de pensar y entender los objetos matematicos.

3. Actuar como herramientas heuristicas al resolver problemas.

Como sefala Sierpinska (2000) cada uno de estos modos de pensamiento conduce a
diferentes significados del objeto, porque cada uno de ellos permite una mirada diferente del
objeto algebraico. Una mirada mas amplia, es que cada uno de estos pensamientos establece
una ruta de transigir a los objetos matematicos y cuando estos se coordinan y se puede

transitar entre ellos, permiten:
1. Desarrollar un pensamiento més versatil
2. Ver diferentes facetas del objeto matematico
3. Ofrece diferentes aspectos segun la rama a estudiar.

Es importante, tener en cuenta ciertas distinciones entre los modos establecidos por la autora

Tabla 4 Diferenciacion entre lo sintético y analitico

Sintético Analitico

Los objetos son dados directamente para ser Los objetos son dados indirectamente, son
descritos por la mente, la cual trata de construidos solamente por la definicion de
describirlos de manera natural. las propiedades de los elementos.

Fuente: Elaboracién propia

Y distinguir entre lo Analitico Aritmético y Analitico Estructural

Tabla 5 Diferenciacion entre aritmético y estructural

Analitico Aritmético Analitico Estructural
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e Un objeto es definido por una Un objetoes mejor definido por un grupo de

férmula que permite calcularlo. determinadas propiedades.

e Tiene la tendencia de mostrar que
dos procesos conducen al mismo

resultado.

Fuente: Elaboracion propia.

2.3 Modos de Pensamiento para el Céalculo Diferencial

Sierpinska (2000) plantea la construccion de los tres modos de pensamiento matematico. Esto
lo establece debido a la investigacion de la manera en que los estudiantes de algebra lineal
aplican su razonamiento en la comprension de este campo. Para Sierpinska (2000), estos
modos de pensar estan basados en primer lugar, por las relaciones y conexiones que existen
entre los conceptos (pensamiento tedrico). En segundo lugar, también enfatiza el
pensamiento analitico desde la manipulacion de objetos matematicos a través de sus
respectivas simbolizaciones (pensamiento practico). En la teoria los modos de pensamiento,
se expone como estos modos (sintético-geométrico, analitico aritmético, analitico
estructural) son apropiados para interpretar los fendmenos que se relacionan con la forma de
alcanzar un nivel superior de abstraccion en conceptos del algebra lineal. Cuando se habla de
modos de pensamiento se hace referencia a que los objetos matematicos adquieren diferentes
significados al trabajar en diferentes modos.

Como Sierpinska plante6 los modos de pensamiento dentro del marco del algebra lineal, esta
teoria fue variada por Pinto y Parraguez puesto que se hace necesario realizar ciertas
variaciones en aspectos del pensamiento practico (modo SG) y la pérdida de algunas
caracteristicas aritméticas en el pensamiento tedrico (modo AA) para la comprension del
concepto de derivada. En relacion con lo anterior, Pinto & Parraguez (2015), al aplicar la
teoria de los modos de pensamiento se construye la forma de plantear “la coexistencia de tres
modos de pensar la derivada, el modo Geométrico-Grafico-Convergente (GGC), el modo

Analitico-Operacional (AO) y el modo Analitico Estructura (AE)” (p.2).
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2.3.1 Modo geométrico-gréafico-convergente del concepto de derivada (GGC).

Desde un estudio epistemoldgico el concepto de derivada, (Grabiner, 1983), define como una
recta tangente en un punto del grafico de una funcion real de variable real, pero la definicion
de tangencia (que es el objeto matematico principal para hallar de forma observable el
concepto de derivada) no esta dentro en el pensamiento préctico de Anna Sierpinska. Por
ello, se hace una extensién al modo SG a un modo GGC. Pinto & Parraguez, (2015): permite
“determinar una recta secante desde P a cualquier otro punto de ésta, a medida que el punto
se desplaza a lo largo de su grafica, se llega a una posicion limite que sera representada por
la recta tangente, el transito de la recta secante llegando a esta posicion limite, que es cuando
esta proximo a P seré representada por la pendiente de la recta tangente, denominada la

derivada de la funcionen P . (p.2).

2.3.2 Modo analitico operacional del concepto de derivada (AO).

Las condiciones que se manejan, segun Pinto & Parraguez (2015), para definir el concepto
de derivada en su forma (AO) “...fue considerar la definicion formal de limite para para
funciones reales de variable real, por tal razén el modo AA definido por Sierpinska pierde su
caracter aritmético, emergiendo lo operacional del concepto, por lo que se reformula como
el modo AO.

2.3.3 Modo analitico estructural del concepto de derivada (AE)

Para el caso de la derivada en el modo AE, parecido al planteamiento de Sierpinska, se alude
a las propiedades del objeto matematico estudiado. Para Pinto & Parraguez (2015) “Una
funcién es diferenciable cuando el operador esta bien definido. La estructura que se debe
estudiar en este contexto sera: El espacio vectorial de las funciones diferenciables y el
operador derivada como transformacion lineal”. (p.2) Sobre estos modos de pensamiento, se
desarrolla este trabajo. Para Maturana & Parraguez (2012) los modos de pensamiento son
formas de ver y entender los objetos matematicos. El estudio se ubica dentro de las
alternativas que se podria utilizar dentro de la didactica del calculo diferencial,

especificamente el concepto de la derivada. De igual manera Maturana & Parraguez (2012),
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nota que hay aspectos que no han sido observados dentro de las caracteristicas de las
derivadas, como por ejemplo la conexidn que existe entre el pensamiento practico y el
teorico. El interés es el de estudiar los elementos matematicos articuladores en los modos de

pensar el concepto de derivada de una funcion real de variable real y de valor real.

2.4 Articuladores

Desde Maturana & Parraguez (2012), se entiende como articulador a aquellos conceptos
matematicos que permiten el transito entre los tres modos de pensar. En la aplicabilidad de
la teoria de los modos de pensamiento dependen de que emerjan los articuladores, que se
alude al momento de estudiar un objeto matematico, o al intentar desarrollar cierta situacion
problema. También hay que tener en cuenta la orientacion que asiduamente se desarrollan en
los niveles educativos, asi mismo, los estudiantes manejan mejor un modo de pensar que
otro. A partir de los resultados que se produzcan de dicha aplicabilidad, al indagar con
respecto a los objetos matematicos que causan el transito entre los modos de pensamiento,

dichos elementos matematicos son a los que se les denominan articuladores en este trabajo.
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CAPITULO 3

3 DISENO METODOLOGICO

En este capitulo, se procura estructurar cada uno de los desarrollos metodologicos con el fin
de organizar de manera clara los procedimientos usados en cada uno de ellos, que guiaron el
desarrollo de este estudio. Por esto, se presenta la posicién metodolégica que hace relacion
al enfoque que se adoptd y la justificacion del por qué se asume dentro del proceso
investigativo. En concordancia, se manifiesta el disefio de la investigacion, en donde se
explican las fases asociadas a los objetivos especificos postulados que integran cada uno de

los métodos utilizados.

3.1 Tipo de investigacion

Teniendo en cuenta los objetivos como la ruta a seguir para obtener una respuesta a la
pregunta problema, se opta por el tipo de investigacion cualitativa. Segun Arias (2006), la
investigacién cualitativa es aquel “proceso que consiste en la caracterizacion de un hecho,
fendmeno, individuo o grupo, con el fin de establecer su estructura 0 comportamiento. Los
resultados de esta clase de investigacion se ubican en un nivel intermedio en cuanto a la

profundidad de los conocimientos se refiere”. (p.24)

Esto indica que el trabajo esta orientado hacia la sustraccion de los articuladores que los
estudiantes usaron en la implementacion del instrumento (guia), y tomando su
caracterizacion como el area de interés en este campo. En este caso, el objeto de estudio ha
sido un eje central dentro de la educacion matematica internacional, y sumergido en el grupo
social en el cual se va a aplicar este tipo de investigacion, se enfoca en la formacién de
profesores, y contribuir en la relacién de pensamientos practicos y tedricos en la ensefianza

de la derivada a través de conceptos previos que han manejado en cursos anteriores.

3.2  Metodo de investigacion
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En relacion con el énfasis en que se planteo el estudio, esta se enmarco en el método de
investigacion descriptiva, que “tiene como finalidad definir, clasificar y categorizar rasgos
importantes” (Sampieri, Fernandez & Baptista, 2014, p.7). En concordancia con los objetivos
del trabajo de investigacion lo que se busca es precisar el concepto de derivada desde algunas
categorias, ordenar las actividades que propondran en la guia y caracterizar los articuladores

emergentes.

De lo anterior, la investigacion descriptiva identifica aspectos, peculiaridades y rasgos. Para
Sampieri, (2011) buscan especificar las propiedades, caracteristicas y los perfiles de
personas, grupos, comunidades o cualquier otro fendmeno que sea sometido a andlisis. Es
decir, Unicamente pretenden medir o recoger informacion de manera independiente o
conjunta sobre las variables a las que se refieren. En concordancia, esta investigacion
descriptiva esta focalizada hacia la especificacion de articuladores emergentes, tomando
como fenémeno el objeto matematico, la derivada, para ser sujeto al andlisis dentro de un

grupo de individuos y enmarcada en la teoria de los modos de pensamiento.

Este trabajo se enfoca en los estudiantes de Licenciatura en Matematicas del tercer semestre
de los cursos de Célculo Diferencial de la Universidad Surcolombiana, esta muestra
seleccionada esta conformada por jovenes de entre los 18 y 25 afios, la mayoria de ellos son
de género masculino, algunos de ellos trabajan, otros se dedican solamente a estudiar y se
caracterizan por el interés de aprender de los temas que estudian dentro de los diferentes
cursos que conforman a la carrera. La pregunta formulada cumple con una realidad de hecho,
y en este sentido para el desarrollo de esta investigacion se dispusieron las siguientes fases

en relacion con los objetivos especificos y enmarcan aspectos importantes.

> Fase de estructuracion

Segun Hurtado (2006, p. 153), “la seleccion de técnicas e instrumentos de recoleccién de
datos implica determinar por cuales medios o procedimientos el investigador obtendra la
informacidn necesaria para alcanzar los objetivos de la investigacion”. Para la recoleccion de

la informacion en la presente investigacion, se eligieron aquellas técnicas que ayudaron a
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alcanzar los objetivos y lograr adquirir la informacion de la manera mas clara y precisa. En
este sentido, en relacion con el primer objetivo especifico relacionado con la estructuracion
del concepto de derivada, se opt0 por una revision documental entendida como “una técnica
en la cual se recurre a informacion escrita ya sea bajo la toma de datos que pueden haber sido
producto de mediciones hechas por otros 0 como contexto que en si mismo constituyen los
eventos de estudio” (Hurtado, 2008, p.427).

De lo anterior, la revision documental se configur6 desde las categorias: epistemoldgica y
didactica. Se realiz6 una investigacion partiendo de los resultados del impacto que obtuvo el
proceso de ensefianza-aprendizaje de trabajos que aplicaron los modos de pensamiento y se
organizd de manera precisa el concepto de derivada enmarcada en los modos de pensamiento

desde sus inicios.

Categoria Epistemoldgica

Al dar a conocer esta categoria se tiene en cuenta, que la teoria de los modos de pensamiento
hace alusion a como surgieron los modos de pensamiento a partir de la superacion de

obstaculos epistemoldgicos planteados por Brousseau (1994)

e Modo Sintético Geométrico: El objeto mateméatico es presentado por
representaciones geométricas y es un rol fundamental la visualizaciébn matematica
en la resolucion de problemas en este modo.

e Modo Analitico Aritmético: El objeto matematico es representado de manera
tedrica y se debe interpretar a partir de ecuaciones o relaciones numéricas o
simbolicas.

¢ Modo Analitico Estructural: El objeto matematico se entabla a sus propiedades o

a su caracterizacion a través de axiomas.

Categoria Didactica
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Es indispensable analizar esta categoria dentro del campo de la formacion de las Matematicas
puesto que para Brousseau (2000) la acepcion de didactica es especifica de la disciplina, y
por tanto, no se sostiene la idea de una didactica general, sometida a la pedagogia, sino al
conjunto de didacticas (de la matematica, de la fisica, de la biologia, de la historia, etcétera),
que tienen su particularidad en los problemas que emergen de sus propios objetos de
conocimiento, en los procesos de ensefianza y aprendizaje de éstos. Esta clasificacion hace
alusién a las dificultades en el proceso de ensefianza y aprendizaje del objeto en estudio, la
derivada. También, se analiza desde una mirada que mencionan las competencias propuestas
al finalizar el curso de Célculo Diferencial, en donde estos determinan que la interpretacion,
andlisis (numérico y geométrico) de propiedades Yy situaciones problemas, apuntan que el

alumno comprende el concepto de derivada desde una perspectiva de razén de cambio.

Con esto, se tiene que la planeacion hace referencia a la ensefianza y el contenido al
aprendizaje, por ello se aprecian categorias generales que construyen esta categoria y son:
Planeacion y Contenido. Esto alude a que los modos de pensamiento ayudan a concebir la
manera cognitiva de comprender la derivada, ademas interpreta y comunica las dificultades
que hay en sistemas educativos para su comprension. Seguido a esto, la organizacién
formalmente esta asociada al profesor y es hasta cierto punto un resultado de la interaccion
que se da en el proceso de ensefianza. Por tanto, desde los modos de pensamiento para dar a
conocer la derivada se debe tener en cuenta la planificacion de superacion de obstaculos
epistemoldgicos desde sus tres modos: aritmético, geométrico y desde sus propiedades. Por
ultimo, el contenido se entiende como el conjunto de temas que incluye lo instructivo y lo
educativo para lograr un aprendizaje, teniendo en cuenta la orientacion que asiduamente se
desarrollan en los niveles educativos, asi mismo, los estudiantes manejan mejor un modo de
pensar que otro y a la vez es indispensable que tanto profesores como alumnos construyan

situaciones que incluyan los tres modos de pensamiento, pero de manera articulada.

Para el desarrollo de esta fase, se utilizaron fuentes de informacion de libros, articulos,
archivos de internet como instrumentos y para el registro de la informacion, esta se organizé
en instrumentos denominados rejillas, las cuales se construyeron atendiendo al marco tedrico

y a las categorias asumidas en la revision documental.
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> Fase de disefio

En relacion con el nivel educativo en el cual se desarrollé la investigacion, como se
menciond, se asume a los profesores de matemaéticas en formacion de la Licenciatura en
Matematicas del curso de célculo diferencial del periodo A de 2020. Asi en esta fase se
respondio de manera procedimental a la construccion de actividades que permitieran el
transito de un modo de pensar a otro en el aprendizaje de la derivada. Las razones por las

cuales se escoge la poblacion son principalmente tres:

1. Laformacion de profesores puesto que se menciona dentro del marco conceptual.
2. Por pertenecer al programa de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad
Surcolombiana.

3. Atiende al interés de la investigacion.

Se conformaron actividades que permitieran el transito de un modo de pensar a otro
enmarcada en la teoria de los modos de pensamiento. De esta manera, se establecid el disefio
de una guia teniendo presente las categorias en las cuales se definié la derivada y que cada
actividad fue construida de manera reflexiva y sin tomar actividades disefiadas previamente,
puesto que se considera un valor agregado a la investigacion. Es importante recalcar que las
actividades estan orientadas desde cualquiera de los tres modos de pensamiento que permitan
al estudiante poder transitar entre estos modos y que el investigador pueda identificar
articuladores emergentes. Para el disefio de las actividades se recurrié a un documento de
caracterizacion que se obtuvo del analisis realizado en el primer objetivo. Por ello, se debe

tener en cuenta aspectos como:

1. Numero de actividades: Se construyeron tres actividades por cada modo de
pensamiento.
2. Organizacion de actividades: Se tuvo en cuenta para su elaboracidn aspectos

conceptuales, algoritmicos y de aplicacion.
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3. Elaboracion de actividades: Las actividades se abordaron desde los modos de
pensamiento y sometidas a las condiciones de la cantidad y organizacion.

Para la recoleccion de las actividades ya planteadas que cumplan con todos los aspectos

mencionados se organizan en un formato de actividades.

» Fase de implementacion

En seguimiento a los objetivos especificos de la investigacion en el tercer objetivo que es el
de validar una guia que permita evidenciar la compresion profunda de la derivada, desde los
articuladores emergentes, se hizo la estructura de la guia segun los aspectos nombrados en la
fase de disefio, anexando las nueve actividades. Una vez establecida la guia, se realizd una
validacion a través de juicio de experto, entendida esta como “una opinion informada de
personas con trayectoria en el tema, que son reconocidas por otros como expertos
cualificados en éste, y que pueden dar informacion, evidencia, juicios y valoraciones™
(Escobar & Cuervo, 2008, p.29). La validacion fue hecha por una docente universitaria de
conocimientos solidos en la formacién de profesores de matemaéticas y con un recorrido

investigativo profundizado en el marco de los modos de pensamiento.

En relacion, esto se hace para contar con instrumentos confiables y véalidos en el campo de
la teoria de los modos de pensamientos, con el fin de lograr los elementos importantes de
esta investigacion. Consecuentemente, se procedi6 a entablar la relacion entre el investigador
y el docente titular del curso de Célculo Diferencial estableciendo la metodologia con la cual
se expuso el trabajo. De esta manera, se llevé a cabo el desarrollo de la guia en dos etapas:
la etapa de sensibilizacién y la etapa de solucidn de la guia. Para la explicacién de las dos
etapas no es necesario que los estudiantes tengan conocimientos de los modos de
pensamiento. En la primera etapa, el profesor guia les explico el desarrollo de un trabajo
distinto, se presento a los estudiantes que conforman el curso y se establecieron compromisos
para un buen desarrollo de las sesiones como lo es la puntualidad, la responsabilidad en la

entrega de las actividades y la disposicion y el trabajo dentro de las sesiones. En la segunda
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etapa se desarrollaron las actividades para posteriormente regresarlas al profesor
investigador. Las etapas se llevaron a cabo en seis sesiones, cada una de dos horas.

De este modo, la técnica que se utilizé fue la observacion participante activa que segun
(Taylor & Bodgan, 1984) es la técnica que involucra la interaccién social entre el
investigador y los informantes en el escenario social, y durante la cual se recoge informacion
de modo sistematico. Por consiguiente, la herramienta de recoleccién de datos fue la guia y
la herramienta de registro de datos fue una matriz de observacion junto con las producciones

de los estudiantes (respuesta de la guia).

3.3 Unidad de analisis

Para establecer el andlisis a los datos obtenidos en cada momento de la investigacién, se
postulan las diferentes unidades de observacién que permiten realizar de manera objetiva y
clara los analisis. Para Gaitan & Pifiuel, (1998) “Las unidades de analisis son aquellas
unidades de observacidn que, seleccionadas de antemano, y reconocida por los observadores
en el campo y durante el tiempo de observacion, se constituyen en objeto de la categorizacion
en los registros construidos a tal efecto”. (p.60) En este sentido, para la presente investigacion
la unidad de analisis se caracteriza en torno a los modos de pensamiento, enmarcado dentro

de la estructuracion del concepto de derivada postulado en el objetivo 1.

Dentro del anélisis documental y tomando como unidad de estudio los modos de pensamiento
es necesario en el nodo epistemoldgico describir como categoria cada modo de pensamiento,
tomando cada referente bibliografico del curso de Calculo Diferencial de la Licenciatura en
Matematicas. Para la categoria Geométrico Grafico Convergente se dividen en aspectos que
enfatizan el concepto dado desde el marco tedrico donde la derivada es representada a traves
de una gréafica y se analiza desde un punto de vista netamente matematico y geométrico. En
la categoria Analitico Operacional se utilizan dos secciones que argumentan de manera
precisa el concepto formal de derivada y su interpretacion utilizando simbologias algebraicas.
En la categoria Analitico Estructural las especificaciones soportan la idea de la elaboracion
del concepto del objeto matematico a través de caracteristicas propias de conceptos que se
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relacionan con sus propiedades y construccion de la derivada en la atribucion a otros objetos

matematicos.

Teniendo en cuenta las condiciones didacticas que encaja la unidad de analisis, subyacen las
categorias de planeacion y contenido. Se estructura este estudio con cada libro expuesto en
la bibliografia del microdisefio curricular del curso de Calculo Diferencial de la Licenciatura
en Matematicas, el cual se divide en tres partes: La estructura tematica, el objetivo de
planeacion y el objetivo de aprendizaje. De la estructura temética y la planeacion son los
aspectos necesarios para la descripcion de la categoria de planeacién, puesto que, segun los
elementos seleccionados dentro de los referentes bibliogréaficos, la planeacion es vista desde
una sola idea y es el planteamiento que el autor expone de la derivada en aspectos como la
importancia, utilidad, interés y profundidad. En cuanto a la categoria contenido teniendo en
cuenta los elementos comunes en el analisis documental, figuran caracteristicas que
estructuran la secuencia tematica de como se debe abordar el aprendizaje de la derivada y el

objetivo de aprendizaje.

Tabla 6. Descriptores del objetivo especifico numero 1
Fuente: Elaboracién propia

Unidad de Categorias Descriptor Codigo

analisis

Modo  Geométrico 1. Enfatizan el concepto dado desde el
Grafico Convergente marco tedrico donde la derivada es RG

representada geométricamente.

2. Escritura de la derivada utilizando

O

E 2. Analiza la representacion geométricade AM
L

S la derivada desde un punto de vista

< "

) netamente matematico.

o Modo Analitico 1. Argumentan de manera precisa el

L

o Operacional concepto formal de derivada. DMT
(%2]

)

&)

@)

P

simbologias algebraicas. IDE
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Modo Analitico 1. Propiedades de la derivada en la
Estructural atribucién a otros objetos matematicos. TA

2. Caracteristicas propias de conceptos

que se relacionan con su aplicabilidad. TP
Planeacion 1. Argumentos en aspectos como la
importancia, utilidad, interés y PL

profundidad del concepto de derivada.

Contenido 1. Estructura de los temas relacionados
con el concepto de derivada. IN
2. Objetivo de aprendizaje. ED

En la siguiente tabla se exponen las descripciones consideradas en la estructuracién de las
actividades que componen la guia. Para la formacidn de estas caracteristicas se plante6 como
unidad de anélisis los modos de pensamiento, puesto que se consideran las categorias
fundamentales en la construccién epistemoldgica de la derivada y por consiguiente es un

aspecto fundamental en la elaboracion de las actividades.

Por consiguiente, las categorias elegidas fueron los tres modos considerados para la
comprension de la derivada (GGC, AO, AE). En la categoria Geométrico Grafico
Convergente, las actividades estan considerada desde la representacién geométrica y el
entendimiento algebraico de estas simbolizaciones. Desde los aspectos epistemoldgicos
analizados en la categoria Analitico Operacional, se consideran dos caracteristicas
fundamentales en la construccion de la derivada, como lo es las representaciones simbdlicas
de los objetos matematicos usados y la concepcion de derivada desde el limite de
incrementos. De lo anterior, es necesario tener en cuenta que al comprender dicha concepcion
se debe considerar desde la categoria analitico estructural, aplicaciones del limite de

incrementos en el analisis de la derivada de una funcion en un punto.

Tabla 7. Descriptores del objetivo especifico numero 2

Unidad de anélisis  Categorias Descriptores Cadigo
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Geométrico Grafico Representacion geométricade OM
Convergente los objetos  matemaéticos
necesarios en la construccién

de la derivada.

Comprension algebraica de CT
las interacciones de los
objetos matematicos
involucrados en la
construccién de la nocion de

tangente.

Analitico 1. Uso de la simbolizacion en SR
Operacional la representacion de objetos
matematicos que interactdan
en la nocion del concepto

derivada

MODOS DE PENSAMIENTO

Construccion de la recta CF
tangente a una curva, desde el

limite de incrementos

Analitico Aplicacion del limite de PO
Estructural incrementos para la
construccion de la derivada en

un punto.

Fuente: Elaboracion propia

En concordancia con las acciones planteadas en el objetivo 3, se considera la validacion por
juicios de expertos, una comprobacion conveniente dentro del modelamiento de las
actividades que constituyen a la guia. Por este motivo, dado que estas deben ofrecer las
articulaciones entre los modos de pensamiento y se consideraron como la unidad principal

de analisis.
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Dentro de las observaciones hechas en la validacion de la guia, se tuvieron en cuenta la
estructura temética y la relacion de las actividades con los modos de pensamiento. En la
estructura tematica dentro de la guia se reconstruy6 en aspectos como la identificacion de los
diferentes modos de pensamiento, el analisis con los resultados de los textos analizados y
producciones curriculares del curso. Para las actividades se tuvo en cuenta la reconstruccion
desde la construccién, puesto que esta replanteada secuencia didactica garantiza que el
estudiante se ubique desde cualquiera de los modos de pensamiento para el correcto
desarrollo de las actividades y dentro de esta aplicacion emerjan los articuladores que usé

para comprender el concepto de derivada.

Tabla 8. Descriptores del objetivo especifico nimero 3

Unidad de Categorias Descriptor Caodigo

analisis

Planeacién Reconstrucciéon en la estructura tematica
de la guia en la forma de construir el RT

concepto de derivada

Contenido Comprobacién critica de las actividades
con relacién al transito que estas permiten CC

MODOS DE
PENSAMIENTO

desde un modo de pensamiento a otro.

Fuente: Elaboracién propia

Dentro de los resultados esperados en la implementacién de la guia se establecen algunas
descripciones, que son necesarias para la identificacion de articuladores que pueden emerger
de la relacion que existe de la traslacion de un modo de pensar a otro, y teniendo en cuenta
la teoria de los modos de pensamiento. Por tanto, se establecieron las siguientes

caracteristicas

Tabla 9. Descriptores del objetivo general

Unidad de Categorias Descriptor Cadigo

analisis
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MODOS DE PENSAMIENTO

Del Modo Analitico
Operacional al modo
Geométrico Grafico

Convergente.

Determinacion de la idea de recta
tangente a través del estudio de rectas
secantes, el concepto de pendiente y el

uso de aproximacion.

DC

Del modo Analitico
Operacional al modo

Analitico Estructural

Descripcion de la derivada de una
funcion a través del uso del limite entre
dos incrementos y sus propiedades

algebraicas

DL

Del modo Analitico
Estructural al modo
Geométrico Grafico

Convergente

Representacion grafica de la derivada de
una funcién en un punto que pertenece a

la curva.

PD

Fuente: Elaboracion propia
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CAPITULO 4

4 ANALISIS DE DATOS

En este capitulo se analizan los 3 objetivos especificos propuestos en el trabajo, donde esta
registrada la informacion que se utilizo en el proceso de elaboracién y aplicacion de la guia.
Con esto, se tuvo en cuenta la estructuracion del concepto de derivada desde los modos de
pensamiento, el andlisis documental de los libros expuestos en el microdisefio curricular del
curso de Calculo Diferencial, las inferencias generalizadas que emergen del estudio, la
construccidn de actividades, la validacion de estas por parte de un experto en el campo y la

aplicabilidad de la guia para el surgimiento de los elementos articuladores.

4.1 Laderivada: Una mirada desde algunas fuentes

En esta seccion se aborda lo relacionado en el objetivo 1, al estructurar la derivada segun
autores referentes en el microdisefio curricular del Calculo Diferencial de la Licenciatura en
Matematicas y desde las especificaciones hechas en las rejillas donde se analiza su
fundamento epistemoldgico y didactico. Se realizan descripciones de cada autor, teniendo en
cuenta aspectos epistemoldgicos y didacticos, estructurados a partir de los modos de

pensamiento y el proceso de ensefianza-aprendizaje.

4.1.1 La derivada desde lo epistemoldgico

Desde el punto de vista epistemoldgico, en esta investigacion, la derivada es caracterizada
por los tres modos de pensamiento (Geométrico Grafico Convergente, Analitico operacional,
Analitico Estructural) usando descriptores propios de cada categoria, definidos y clasificados

en las rejillas, para asi, lograr construir el concepto de derivada desde esta teoria.

“CALCULO” T. Apo6stol (1998)

Para el inicio de este andlisis desde la mirada epistemoldgica de la derivada se parte del autor

Tom. M. Apbstol en su libro “Céalculo” en el volumen 1, ano 1998. Desde la categoria
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Geométrico Gréfico Convergente la derivada se representa como una recta tangente de una
funcién continua donde se enmarcan dos puntos P y Q que pertenecen a la vez a una recta
secante a esta funcion. Con ello se indican los valores de los puntos en el eje x, y la medida
de los dos catetos del triangulo rectangulo formado por la distancia entre x y (x + h) y la
proyeccion de las imagenes tanto para el punto P como para el punto @, como se muestra en

la ilustracion 2.

llustracién 2. Grafico de la derivada segin Apdstol

- ", &

¢ - e . b
Funcion continua —04
\ A

fix + Ky = fix)

Fuente: Apostol, T. (1998)

A partir de la gréfica de la recta tangente, desde un analisis matematico (VM), se toma como
punto de interseccion el punto P, con ello, Apdstol usa propiedades trigonométricas
relacionada a los tridngulos rectangulos donde la pendiente de la recta que pasa por P y Q
(donde Q es visto como la imagen del incremento infinitésimo (x + h )) es la tangente al
angulo alfa, haciendo que el punto Q se mueva una distancia h (haciendo que h tienda a 0)
hacia el punto P, esto produce una variacion en la pendiente, haciendo que la recta sea una

tangente a la funcion. Como se indica en la ilustracion 3.

llustracion 3. Interpretacion geométrica
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Sea f una funcidén que tiene derivada en x, por lo que el cociente de dife-
_rencias tiende a cierto limite f(x) cuando h tiende a 0. |En la interpretacién
geométrica, al tender k a cero, el punto P permanece fijo pero Q se mueve hacia
P a lo largo de ‘la curva y la recta PQ se mueve cambiando su direccién de
manera que la tangente del dngulo « tiende al limite f(x). Por esta razén pa-
rece natural tomar como pendiente de una curva en el punto P el nimero f(x).
La recta por P que tiene esta pendiente se denomina la tangente a la curva en P.

Fuente: Apostol, T. (1998)

En la descripcion hecha, la representacion geométrica (RG) y el analisis matematico (AM)
se relacionan de manera que permite la articulacion entre la visualizacion y el razonamiento,
eje fundamental para el desarrollo del objeto derivada (Gomez, 2012). De este modo, de este
estudio surge al definir los elementos geométricos desde las matematicas, puesto que estas
categorias (AM y RG) se basan en la visualizacion y la habilidad de abstraccion en el

desarrollo de la intuicion en la relacion entre lo aritmético y lo geométrico.

Desde la relacion entre el analisis matematico y la representacion geométrica, en la categoria
Analitico Operacional se formaliza el concepto de derivada desde un punto de vista formal
de la variacién media. Apostol parte de considerar una funcién que es continua desde en un
intervalo (a, b), dentro del eje x toma un punto que pertenece a la funcion y esté en el
intervalo (a, b) para asi formar el cociente de diferencias entre el punto y su variacion al

aproximarse al punto h.

llustracién 4. Variacion media segun Apostol

— T

e et

— . _wl  Vanaciénmedia |
Cflx+h)—flx) F S S
S

Fuente: Apostol, T. (1998)

De la ilustracion 4, se considera que el valor h es la distancia de la variacion en el eje x, a la
vez es un numero cualquiera definido en el conjunto de los nimeros reales, teniendo en

cuenta dos condiciones: primero que como h es el denominador su valor no puede ser cero,
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y segundo que al tener la adicion x + h, esta pertenezca al intervalo (a, b). Ya teniendo lo
definido, se considera el numerador como la medida de variacion de la funcion cuando el
valor del punto x varia hacia x + h. El cociente de dicha fraccion representa para el autor la
variacion media de la funcién en el intervalo comprendido al hacer variar el punto x varia

hacia x + h y con esto define la derivada como se muestra en la ilustracion 5.

llustracion 5. Variacion media en un intervalo

donde el niimero h puede ser positivo ¢ negativo (pero no cero), y tal que x + A
pertenezca también a (a, b). El numerador de este cociente mide la variacién
de la funcidn cuando x varia de x a x 4+ h. El cociente representa la variacion
media de | en el intervalo que une x a x + h.

Seguidamente se hace tender h a cero y se estudia lo que le ocurre a ese co-
ciente. Si tiende hacia un cierto valor como limiie (y serd el mismo, tanio si &
tiende a cero con valores positivos como negativos), entonces ese limite se deno-
mina derivada de f en x y se indica por el simbolo f(x) (se lee «f prima de x»).
Con lo que la definicién formal de f(x) puede establecerse del siguiente modo: |

Fuente: Apostol, T. (1998)

Para llegar a la definicion de la derivada, el autor considera estudiar hacia donde se acerca el
cociente cuando la variacion en el eje x (llustracién 5), que se denomind h tiende a cero. Si
en el resultado de dicho comportamiento tiende a un solo valor limite, teniendo en cuenta
que es el mismo, si, h es un ndmero positivo o negativo, entonces este valor limite se
considera la derivada de la funcion en el punto x. De esta manera, Apostol utiliza la variacion
media en principio para luego aplicar el limite y asi definir la derivada, es decir utilizando
conceptos basicos. Esto indica que, para obtener la definicién formal precisa de un objeto
matematico (DMT), el autor considera que debe ser construido Unicamente desde los
preconceptos (Van Dormolen & Zaslavsky, 2003).

El autor utiliza la notacion f”(x) y se lee “f prima de x”. Con esto se deduce que la simbologia
formal desde las representaciones simbolicas las cuales interpretan operaciones o
comportamientos (Sastre, 2016), pueden definirse desde varias perspectivas utilizando
elementos especificos que hacen parte de la derivada. En relacion con lo expuesto en la
representacion formal de la derivada, se hace evidente la utilizacion de la percepcion de

limite, haciendo necesaria su simbolizacion al relacionar f prima de x como el limite cuando
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la variacion en x se hace 0 para la variacion media (IDE) como se muestra en la ilustracion
6.

llustracion 6. Operador limite

— —

— e N
f’f Variacién media )
)/ (t} = llvr@—'{' h) f{”>f AN =1
Operador Limite L —
\ / \\-\-_J}; H—h-\--__ o

Fuente: Apostol, T. (1998)

Ahora para la categoria Analitico Estructural donde es necesario definir reglas basicas o
propiedades con relacion a otros objetos matematicos que facilitan su operabilidad, el autor
considera que uno de estos objetos matematicos son las reglas basicas para el calculo de
limites. Desde la ilustracion 7, cabe resaltar que las operaciones que subyacen de determinar

el limite a un punto p para las funciones f(x) y g(x) son todas continuas dentro del conjunto

de los nUmeros reales.

llustracién 7. Célculo de limites

TEOREMA 3.1. Sean [ y g dos funciones tales que

lim fix) =4, limg(x) = B
Tp

T—p
Se tiene entonces

(i) lim[f(x)+ gx)]=A+ B,

(i) ]:'_'f':' [f(x) - gx)] =4 —B, Reglas basicas
——| del célculo de
(i) limfix)-gix)=A-B8, limites
zp

(iv) limf(x)/g(x) = A/B  si B#0.

=g

Fuente: Apostol, T. (1998)
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Ahora en Apostol hay un tema que no se considera en la construccion de la derivada y es
considerar que un concepto necesario es la integral, por ello, el autor en la ilustracion 8 define
el teorema del valor medio para funciones continuas en un intervalo cerrado [a, b] donde
demuestra que el valor es igual al valor de la funcidén en un punto dentro del intervalo

considerado.

[lustracion 8. Teorema del valor medio para integrales

TEOREMA 3.15. TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES. Si [ es
continua eén [a, b), para un cierto ¢ de [a, b] tenemos La inteeral como

v conceptoprevioa Ia
ay. J derivada

C I fy dx = felb =

Fuente: Apostol, T. (1998)

Enunciando estos elementos a priori, dentro de la continuidad de funciones, Apostol define
ciertos valores M(f) y m(f) como valores maximo y minimo dentro del intervalo
considerado. La diferencia entres estos dos valores se denomina oscilacion de f en el
intervalo [a, b]. Dentro de esta oscilacion el autor en la ilustracion 9 describe la idea de lo

infinitesimo puesto que enuncia el teorema de la continuidad uniforme.

llustracién 9. Continuidad de una funcion en un intervalo

TEOREMA 3.13. Sea f continua en un intervalo cerrado [a,b]. Para todo
€ > 0 existe una particién de [a,b], en un nimero finito de subintervalos, tal
que la oscilacidn de | en todo subintervalo es menor que e.

Fuente: Apostol, T. (1998)
Se conceptualiza la derivada en relacién con otros objetos matematicos (TA) que ayudan a

su construccién (Alvarado & Garcia, 2005), partiendo de la descripcion fundamentalmente

de los temas de continuidad y limites de una funcion vistos en la ilustracion 7 y 9.
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Tambien hay que considerar propiedades aposteriori (TP) que resultan de la aplicabilidad de
la derivada en funciones, como lo enuncia Apostol en la ilustracion 10 relacionando las

operaciones ariméticas de las funciones con el concepto de derivada.

llustracion 10. Propiedades de la derivada
O+ =r+¢,

) (f-g=f-¢, Derivada de operaciones
(i) (f-g =fg+¢gf. entre funciones

(v) ‘I} = E‘—I-_IL—H— en puntos x donde g(x)7 0.
g £

Fuente: Apostol, T. (1998)

En alusion a las caracteristicas propias de la derivada, se resalta la composicién de funciones
como teorema aposteriori, donde se establece que si dos funciones son derivables al aplicar

el operador derivada, establece el teorema llamado regla de la cadena en la ilustracion 11.

lustracion 11. Regla de la cadena

CFW=u()v@. "

Regla de la cadena

Fuente: Apostol, T. (1998)

Ahora, partiendo de lo enunciado en el teorema de la continuidad uniforme, se nombran
ciertos valores denominados como maximos y minimos. En la aplicabilidad de la derivada
estos valores surgen de encontrar las raices de la expresion que representa a la derivada de la
funcién, representado por el teorema de Rolle en la ilustracion 12.
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llustraciéon 12. Teorema de Rolle

TEOREMA 4.4. TEOREMA DE ROLLE. Sea f una funcién continua en todos
los puntos de un intervalo cerrado [a, b] y derivable en cada punto del intervalo
abierto (a, b). Supongamos también que

f(a) = (b)

Existe entonces por lo menos un punto c en el intervalo abierto (a, b) tal que

f(e) = 0.

Fuente: Apostol, T. (1998)

Otra particularidad dentro de las propiedades es el valor medio usando la integracién y la
derivacion como se muestra en la ilustracion 13, donde su valor es representado por el
producto de la diferencia entre el valor minimo y valor maximo en un intervalo [a, b] y la

funcién o su derivada en un punto c que pertenece al intervalo.

llustracion 13. Aplicabilidad de maximos y minimos

f_,_‘.-—--" T Uso de maximos v
V" iy de = f(eXb - a). _ = f — @) | minimos en el cilculo
C _,.lﬂ f(xydx = f(cXb = @) f(b) — fla) = f'(e)b a_:-;.__) mosen e <

— _— usando integrales v
derivadas

.

Fuente: Apostol, T. (1998)

El autor denota ciertas caracteristicas en la ilustracion 14, que relacionan una funcién con su
derivada, en el hecho de relacionar la funcién con ciertos valores de la derivada de esa

funcién, dentro de un intervalo continua de [a, b].

llustracion 14. Comportamiento de una funcion contintia en un intervalo

a) Si f(x) > 0 para todo x de (a, b), | es estrictamente creciente en [a,b].
b) Si f(x) < O para todo x de (a, b), f es estrictamente decreciente en [a, b].
¢) Si f(x) = O para todo x de (a,b), f es constante en [a, b].

Fuente: Apostol, T. (1998)
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Con esto, relacionando el célculo de derivadas superiores para encontrar valores maximos y
minimos, Apostol define criterios de la segunda derivada para extremos en un punto critico
como se muestra en la ilustracion 15, esto es que, dado un punto critico ¢ que pertenece a un

intervalo abierto (a, b), teniendo f"(c) = 0.

[lustracién 15. Relacién entre maximos y minimos y el teorema de derivadas
_superiores

— ——— Relacion entre el
" a) Si [" es negativa en (a, b), | tiene un mdximo relativo en ¢. | teorema de derivadas

\H__h__ b) Si f* es positiva en (a, b) f tiene un minimo relativo en c. .r-‘/ SllPEl'iDI'EE v el cileulo
—_— _ de maximos v
minimos

Fuente: Apostol, T. (1998)

En la conceputalizacion de la derivada existen elementos y reglas necesarias para su
aplicabilidad (TP), surgiendo asi, la importancia de cada propiedad y obtener lo escencial del
concepto (Alvarado & Garcia, 2005), desde las caracteristicas propias de la aplicabiliad de

sus propiedades.

En conclusion, Apostol considera como reglas y propiedades los teoremas que surgen
después de considerar el concepto de derivada. También establece que la idea de partir de
una familia de rectas secantes que cortan una curva hasta llegar a un punto limite para formar

la recta tangente es la mejor forma de construir el concepto de derivada.
“CALCULO INFINITESIMAL” M. Spivak (1996)

En alusion a la representacion de una recta tangente a una curva (RG) y en los elementos
geométricos que se utilizan en la representacion grafica del concepto de derivada
(Geométrico Grafico Convergente), en Spivak se encuentra la relacion a lo que se describe
en Apostol desde la representacion de la secante que pasa por dos puntos dada una funcién

continua. En este caso se representan las coordenadas de dichos puntos (a, f (a)) y (a+
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h), f (a + h)), formando un triangulo rectdngulo usando el punto de interseccion al proyectar
f(a) hasta el punto (a + h), teniendo como su altura la diferencia entre las imagenes de los
puntos a y a + h, y como base la diferencia entre estos dos puntos, como se observa en la

ilustracion 16.

llustracion 16. Grafica de la derivada segun Spivak

1 ﬂ;_-_{-_h, Jia T /Jrﬂ'r’- ™~

."/ = N \ b}
[ Funcion continua - T — Recta secante )
h, 1 Y, d
N g
~__ PN a+n) - }tu;m_%__ -
. | .
\ [
R () f— ]

Fuente: Spivak, M. (1996)

La interpretacion geométrica a partir de lo establecido en la ilustracién, permite contemplar
que la pendiente de la recta tangente se interpreta como el cociente de diferencias entre las
coordenadas de los puntos que pertenecen a la funcion y a la recta tangente, demostrando que
al hallar el valor de la pendiente de una recta tangente a una funcion desde el método del
cociente de diferencias es igual a la relacion de la tangente del &ngulo formado en el tridngulo
rectangulo en el punto perteneciente a la recta tangente. Desde los aspectos mencionados, se
sefiala que aunque se establezcan relaciones entre los elementos desde una intuicion analitica,
esta no es suficiente, puesto que para lograr una comprensién mas general, se deben tener en
cuenta cada uno de los elementos geometricos utilizados, desde los aspectos mas intuitivos a
los mas relevantes, utilizando la intuicion analitica (AM) para el desarrollo del pensamiento
geométrico y obtener la capacidad de llevarla a un dominio puramente aritmético (Gémez,
2012).
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Al definir de una manera argumentativa en la argumentacion, la simbolizacion y las
ecuaciones que componen la definicion de la derivada (Analitico Operacional), hay que
tener en cuenta dos aspectos: La primera es definir la tangente de una funcion en un punto
establecido (a, f(a)), como una recta que pasa por dicho punto y su pendiente resulta de la

derivada de la funcion en dicho punto (a, f (a)).

llustracion 17. Definicion y notacion de tangencia

El primer comentario a nuestra definicion es en realidad un anadido; defini-
mos la tangente a la grafica de f en (4, f(a)) como la recta que pasa por (a, f(a))
y tiene por pendiente f(a). Esto quiere decir que la tangente en (a, f(a)) sélo estd
definida si f es derivable en q.

El segundo comentario se refiere a la notacién. El simbolo f(a) recuerda cier-
tamente la notacion funcional. En efecto, para cualquier funcién f designamos
por " a la funcion cuyo dominio es el conjunto de todos los niimeros a tales que f
es derivable en a4, y cuyo valor para tal nimero a es

Fuente: Spivak, M. (1996)

Esto deja en claro que la recta tangente en el punto (a, f(a)), solo puede ser cierta si la
funcién es derivable en el punto a como se referencia en la ilustracion 17. Con esto, es
importante referir en esta categoria el lenguaje matematico, considerando que permite,
establecer relaciones desde el lenguaje formal y abstracto hacia lo aplicativo del concepto
(DMT), usando elementos bésicos que se identifican en la construccion teérica de su
definicion (Puga, Rodriguez & Toledo, 2016).

El segundo aspecto es la simbolizacion planteada en Apostol (), pero con la diferencia de
no establecer el punto x de la funcion y = f(x) donde la funcion f es derivable, sino, que se
toma un punto a para simbolizar f’(a) como notacion funcional (ver ilustracion 17). Con
esto, se debe entender a f* como la denotacion de cualquier funcion f e indica una funcién
cuyo dominio son todos los nimeros que se representan en a tales que f es derivable en este
punto a. Estas simbolizaciones hacen parte de la construccion de la definicion de derivada a
través de representaciones (IDE), puesto que la manera en como se puede analizar de manera
precisa y comprensible un objeto matematico es el uso de la simbologia que complementa el

lenguaje natural (Garcia & Cuarez, 2014).
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Las consideraciones en cuanto a la relacion entre las simbolizaciones, hechas por el autor
Spivak, donde su proposito es de establecer que, dada una variacion en el punto a llamada h
emerge un punto en la funcion denotado como a + h. Con esto, se establece el cociente de
diferencias mostrada en la ilustracion 18. En el estudio del valor del cociente se establece un
valor limite cuando el incremento h tiende a 0. Cabe resalta que el autor Spivak no relaciona
este valor limite con la simbolizacién f’(a) como lo hizo Apostol, puesto que es sobre

entendida esta igualdad.
llustracion 18. Férmula cocientes de diferencias

i @+ 2) — fa),

h— 0O H

Fuente: Spivak, M. (1996)

En la construccion del concepto de derivada el autor ha puesto de manifiesto el uso de algunos
conceptos fundamentales (Analitico Estructural) en la identificacion de elementos que
construyen el concepto de derivada (TA) como la continuidad de una funcion definido desde
la existencia la siguiente manera del valor € > 0, existe un § > 0 tal que, para cualquier

namero x, y en el intervalo definido, como se muestra en la ilustracion 19.

lustracion 19. Definicidn de funcién continta

Definicion de una
— . 4 funcién continua
{.___g_:i;_l_{-jq < §, entonces |f{x) - AV Eq:}/

Fuente: Spivak, M. (1996) “Calculo infinitesimal”

Ahora, hay que recalcar propiedades, relaciones y reglas que se construyen a partir del
concepto de derivada (TP), Con ello, en Spivak se tienen los teoremas que definen la derivada
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de una funcion en un punto, para luego definir la derivada para cada tipo de funcion y con
ello presentar teoremas relacionados con las propiedades de la derivada de una suma de
funciones, derivada de la multiplicacion de funciones y la derivada de un constante por una
funcién (catalogadas en Apdstol como reglas basicas de derivacion). Spivak también enuncia
teoremas relacionados con el comportamiento de las derivadas al convertirse en un operador
y ser aplicadas a los tipos de funciones como se observa en la ilustracion 20. Especifica

también el teorema de la composicion de funciones llamado regla de la cadena.

[ustracion 20. Tipos de funciones
(fog)'(a) = f'(gla)) * &'(a). —

= ng"~" ra todo a.
fla)=n pe Derivadas de algunos tipos de

1y _ —g’(al - funciones
@) @-gor

(;f) () = g(a) - f'(a) = f(a) - £'(a)
Le(a)]*

Fuente: Spivak, M. (1996)

Otros teoremas aludidos a la aplicabilidad del concepto, los cuales son necesarios dentro de
la construccion de la derivada son como los enuncia Spivak los puntos maximos y minimos
dentro de una funcion continua en un intervalo (a,b) donde los define como f'(x) = 0.
Teniendo en cuenta que la funcion sea derivable en todo el intervalo considerado y donde x
representa el punto maximo o minimo. Estas consideraciones son interesantes en el sentido
de la necesidad de estos teoremas que fundamentan elementos que permiten la construccién

de este objeto matematico (Castafieda, 2016).

De lo enunciado anteriormente, en la caracterizacion se denota que el autor Spivak considera
algunos elementos matematicos en la construccion del concepto de derivada ya mencionados
en Apostol como lo es la idea de recta secante, el cociente de diferencias, y otros que
complementan la aplicabilidad del concepto, en especifico la derivada en funciones continuas

(ver ilustracion 20).
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“CALCULO DE UNA VARIABLE. TRASCENDENTES TEMPRANAS” J. Stewart
(2008)

En relacién con los elementos necesarios en la construccion de la conceptualizacion de la
derivada, visto desde Stewart, para la categoria Geométrico Grafico Convergente, al
analizar la representacion de la derivada del autor Stewart a traves de elementos de la
geometria, surge que puede ser interpretada partiendo desde una funcion continua en todo el
conjunto de los nimeros reales (RG), graficando sobre la funcién dos puntos adyacentes uno

del otro.

llustracion 21. Representacion gréfica de la derivada segln Stewart

: Qix. fix))

Funcion continua Punto de la

recta tangente

Fuente: Stewart, J. (2008)

En lailustracion 21 es interesante observar que el autor no relaciona los puntos: Uno de ellos,
como un punto que pertenece a la recta tangente, y el otro punto como un incremento de si
mismo. El autor parte de representar a las coordenadas de los dos puntos como dos valores a
Y X con sus respectivas imagenes e indicar que las distancias formadas al graficar el triangulo
rectangulo muestran que la pendiente de la recta tangente es el cociente de diferencias (AM),
y a su vez se entiende que no necesariamente el incremento debe estar relacionado con el
valor en el punto a. Es fundamental resaltar que esta interpretacion no altera la esencia
geométrica del objeto derivada que, segun los autores, es vista como la familia de rectas
secantes formadas en la aproximacion de uno de sus puntos al otro para formar la recta

tangente como se aprecia en la ilustracion 22.

llustracién 22. Familia de rectas secantes
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Familia de rectas
secantes

0

-

Fuente: Stewart, J. (2008)

Desde lo descrito sobre la interpretacion aritmética desde la representacion grafica (AM),
una de las condiciones que se necesita es la habilidad de transformar representaciones
geomeétricas de conceptos matematicos en otras mas complejas (Hitt, 1998). Esto se observa
en la representacion geométrica de rectas secantes que pasan por una curva, acercandose a
un punto para llegar a la recta tangente y a la vez formar el concepto de derivada. Estas
condiciones juegan un rol indispensable en el aprendizaje de conceptos matematicos y
ademés radica la importancia de la articulacion de estos conceptos a través de sus
comprensiones geométricas. Otro aspecto importante, es que estas representaciones son un

apoyo en el entendimiento de las posibles maneras de construir conceptos matematicos.

En la categoria Analitico operacional, se interpreta la derivada como la bisqueda de la
pendiente de la recta tangente como se expone en la categoria Geométrico Grafico

Convergente, con respecto a este analisis, Stewart expone la variacién media.

[lustracion 23. Variacion media
Ha visto que surge la misma clase de limite en la busqueda de la pendiente de una linea
tangente (ecuacion 2) o la velocidad de un objeto (ecuacion 3). En realidad, los limites de

la forma /’_ — =y
~ fla + h) — flal__—»( Variacion media )
l@?l h }\/u 1 £ /

g E e e

S—— — o

Fuente: Stewart, J. (2008)
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En la ilustracion 23, se indica la construccion del concepto de derivada a partir de la
aplicabilidad tedrica para denotar su definicion, con ejemplos como lo es el comportamiento
de la velocidad de un objeto. Con ello, el autor toma lo que se ha visto del cociente de
diferencias entre los puntos de variacion, desde la representacion simbolica usando
expresiones algebraicas y el operador limite (DMT), teniendo en cuenta la necesidad de
manejar la simbologia en el entendimiento de los conceptos de manera analitica y que

pertenecen al lenguaje matematico formal (Garcia & Cuarez, 2014).

Estos tipos de limites que expone el autor en la ilustracién 23, desde la aplicabilidad al
evaluar la razén de cambio en el &mbito del estudio de las ciencias para la construccion de la
derivada de una funcién en un punto. Stewart en la ilustracion 24 considera a la recta tangente

de la funcion y = f(x) en el punto P(a, f(a)) como la recta que pasa por dicho punto.

[lustracién 24. Férmula de la pendiente

. flx) = fla)
m = lim
a X (7

cuando &l limite existe

Fuente: Stewart, J. (2008)

Un aspecto que denota el autor es la adaptacién que le dan al concepto de derivada
dependiendo del campo de estudio donde se interpreta desde distintos nombres y
simbolizacion (IDE). Es de vital importancia considerar los objetos matematicos desde el
lenguaje de las matematicas, hay que tener en cuenta su simbologia y la manera en como se
presentan los contenidos que conforman el concepto de deriva (Martin, Paralera, Romero &
Segovia, 2009).

Cabe dar la importancia a como se esta representado el concepto de derivada, puesto que se
determina como la pendiente m como la derivada de la funcion en un punto f'(a). Al
observar en la ilustracién anterior la simbolizacion es diferentes a las ya vistas, puesto que
expone el cociente de diferencias desde la pendiente de la recta entre dos puntos de la

siguiente manera.
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Y2—W1

X2 — X1

(Ecuacion de la pendiente de una recta)
Donde
X1 =a
Xy =X
y1 = f(a)
Y2 = f(x)

En la formulacion tedrica de la derivada, Stewart establece la definicion de la derivada
utilizando el operador limite para especificar que al aproximarse el punto x al punto a hasta
Ilegar a una posicién limite donde x = a. De esta igualdad el autor se asegura que la variacion
en el eje x tienda a cero, por ende, este valor es el denominador de la variacion media (DMT),
teniendo en cuenta que el valor del limite de x tiende al punto a debe existir dentro del
conjunto de los nimeros reales. Los simbolos que determinan el concepto dependen del
dominio en el que estan, cada uno de ellos tiene su propio significado y a la vez son los
fundamentos en la construccion del objeto matematico (Sastre, Boubée & Scempio, 2013).

Ahora al analizar las propiedades que surgen antes y después del concepto de derivada
(Analitico Estructural) una de las propiedades a priori (TA), que se ve en Stewart, en la
ilustracion 25 hace referencia a la razon de cambio instantanea desde la pendiente de la recta

tangente desde un punto a.

llustraciéon 25. Razén de cambio

_— a Ay _ (xs) _ﬁfi"hx . Larazon de cambio
¢ razdn de cambio instantinea Jl|:r1l Ar lim —————— § desde el concepto de la
| B L} 1 -1 ¥ X| _
— - derivada

Fuente: Stewart, J. (2008)
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Para el autor otra interpretacion que atribuye las propiedades de la derivada a otros elementos
metematicos es la definicién de una funcion derivable en un punto, puesto que si en un
intervalo abierto (a,b) la funcion debe ser derivable si se toma cualquier punto que

pertenezca a dicho intervalo como se muestra en la ilustracion 26.

llustracion 26. Teorema

TEOREMA 5i f es derivable en a, entonces f es continua en a.

Fuente: Stewart, J. (2008)

Con ello si una funcion f cumple con esta definicion quiere decir que f es continua en el
intrevalo (a, b). Se relacionan objetos matematicos en la construccion de la derivada y de su

aplicabilidad (TP), usando la relacion entre los preconceptos (Remy, 2004).

En relacion con algunos aspectos propias de la derivada que denotan su aplicabilidad (TP),
se tiene el teorema de derivadas superiores, donde el autor menciona la segunda derivada
como la derivada de la derivada de una funcion f, la tercera derivada como la derivada de la
segunda derivada de la funcion f. Para generalizar el autor considera que la n-esima derivada
de f se obtiene derivandola n veces, denotando esto segln la simbologia propuesta por

Leibniz mostradas en la figura 27.

llustracién 27. Derivadas superiores

d fﬂ dy
clx dx el !
) ) Derivadas superiores ufilizando la
v = f(x) = d | “;'-‘: ' _ '“r-‘:' L notacion de Leibniz
: : dx \ dx” dx
D ol @Y
Y =0 ==

Fuente: Stewart, J. (2008)
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Ahora como es usual se denotan las derivadas desde los distintos tipos de funciones y sus
operaciones aritméticas como se observa en la ilustracion 28, donde se toma a la derivada

como operador y se describe analiticamente los distintos resultados.

llustracion 28. La derivada como operador

dx Representacion de la derivada como
= | un operador

Fuente: Stewart, J. (2008)

En la composicion de funcion, Stewart utiliza relaciones entre las variables que componen
esta operacion para denotar la definicion analitica de esta propiedad (TP) como se observa

en la ilustracién 29, tomando la aplicabilidad de la sustitucion en la estructura de esta

formula.
llustracién 29. Derivada de la composicion de funciones
_____---—-"'_____ _____""----.____ Uso de la sustitucion
___--"'-- -"'--._\_H - -
“En la notacidn de Leibaiz, i tamo ¥ = flu) como u = glx) son funciones diferen "‘q-.\ de '\"ﬂI'lﬂb].fi enla
(* ciables, por lo tanto \ construccion de la
\ dy _ dy du / derivada de Ia
e dx du aly -~ .
T __ composicion de
| e - funciones

Fuente: Stewart, J. (2008)

En relacion con el analisis de funciones, las representaciones graficas de familias de rectas
secantes, la categoria Geomeétrico Grafico Convergente proporciona ciertos elementos para
la caracterizacion del comportamiento en la inclinacion del angulo formado en el punto que
pertenece a la recta tangente P, como se habia visto en el analisis geométrico de Apostol,

dicho angulo tiende a cambiar su inclinacion puesto que el punto Q se esta acercando a P.
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“CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL” P. Smith (2009)

Con estas consideraciones donde lo esencial es la identificacion de la relacion entre la
aritmética y la geometria (Geométrico Grafico Convergente), el autor Smith considera la
representacion de las variaciones entre la secante de una funcidn y su tangente con la
particularidad de otorgar nombres a los elementos geométricos utilizados. Lo anterior es visto

en la ilustracién 30.

llustracion 30. Representacion geométrica de la derivada segun Smith

Fuente: Smith, F (2009)

Aunque los elementos geométricos sean 0 no representados por nombres no cambian la
manera en cémo se entiende la derivada, pero si facilita su interpretacion puesto que dada
una funcién continua desde el punto A hasta el punto B, se tienen dos puntos P y Q inscritos
sobre ella, donde las coordenadas de P son (x,y) y el punto Q que tiene valor N en el eje X,
es visto como la traslacion hacia el punto P por la funcion donde viene delimitada por las
variaciones en los ejes x,y. Esto genera que cuando la recta (S) que tiene dos puntos de
interseccion, el mismo punto P, perteneciente a la recta tangente y un punto Q que es el
resultado de la elevacion del angulo T. Cuando el punto Q se acerca indefinidamente a P esto
genera la funcion de la recta tangente a la funcion. Cabe resaltar que no se determinan las

coordenadas del punto Q, puesto que el autor define la derivada partiendo como eje central
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las variaciones generadas en la traslacion del punto Q, generando que se interprete la derivada
como la relacion entre el cociente de diferencias del valor de la imagen en el punto N que es
Ay, el valor de la imagen en el punto M (y), entre la diferencia de la distancia entre los puntos

My N dado por la representacion A.

Desde estas caracteristicas propias del analisis, la importancia de representar
geométricamente un objeto matematico para su comprension implica adquirir la habilidad de
describirlo mateméaticamente ya sea para entenderlo desde su definicion o en su aplicabilidad
(Callahan, Cox, Hoffman, O'Shea, Pollatsek & Senechal, 2008). Con esto, se resalta la
relacién entre los dos descriptores para esta categoria (RG y AM) puesto que, para describir
la derivada desde el analisis matematico de manera correcta es necesario una representacion

geométrica de los elementos que la conforman.

Desde la categoria Analitico Operacional, es importante definir de manera formal la
posicién limite de las familias de las rectas secante a una recta que es tangente a la funcion,
es decir la derivada de la funcion en un punto. Con ello, para Smith la definicion fundamental
del Célculo Diferencial parte de tener la razén entre el incremento en la funcion de la variable
dependiente y con la variable independiente x, al hacer que el incremento en la variable x
tienda a un valor limite igual a cero y si dicho limite existe esto se define como la derivada

de una funcidén como se representa en la ilustracion 31.

llustracidn 31. Definicién de derivada

La derivada * de una funcion es el limile de la razéon del incremenio
de la funcion al incremento de la variable independiente cuando éste
liende a cero.

Cuando el limite de esta razén existe, se dice que la funcidon es
derivable o que liene derivada .

Fuente: Smith, F (2009)

El otro aspecto que determina esta categoria son las expresiones necesarias para la

construccién del concepto formal de la derivada en simbolizacién, donde se utiliza
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generalmente las notaciones hechas por Leibniz y la epistemologia de Cauchy. Dentro de
este marco, para Smith se representa la derivada desde el cociente de diferenciales Z—z y se

relaciona el cociente de diferencias entre un punto y su incremento como se presenta en la
ilustracion 32, utilizando el operador limite como la representacion cuando el incremento
tiende a cero para la variable independiente, formando la siguiente representacion algebraica
(IDE), usando simbolos y terminologias propias del lenguaje matemaético (Sastre & Scempio,
2013).

llustracion 32. Razén de cambio

dy _ .. flx+ Ax) — f(x)
dx_;-lj'iu Ax

Fuente: Smith, F (2009)

En la categoria Analitico Estructural, se tiene el concepto de una constante [ como el limite
de una variable v, cuando el valor numérico de la diferencia entre la constante y la variable
puede ser menores a cualquier nimero positivo tan pequefio como se quiera. En relacion con
esto, se da un indicio a la idea de las variaciones infinitésimas cuando un punto se acerca
hacia otro. Con los limites Smith determina la definicién de la continuidad y discontinuidad

de funciones, basado en la siguiente ilustracion 33.

llustracion 33. Continuidad de una funcién
lim f(x) = f(a),
x—2a

entonces [(x) es continua para T = a.
Se dice que la funcién es disconlinua para = = a si no se satisface
esta eondieidn .

Fuente: Smith, F (2009)

Estas propiedades apuntan hacia la caracterizacion del conjunto teoremas referentes a objetos
matematicos (TA), que al relacionarlo entre si ayudan en la construccion y la aplicabilidad
del objeto derivada (De Guzman, 1993). Ahora, considerando la derivada como una

transformacion lineal, Smith desde la derivada del producto de una constante por una funcion
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demuestra usando la operabilidad entre variaciones una de las propiedades que hacen

considerar a la derivada como dicha transformacion mostrada en la figura 34.

[lustracion 34. Derivada del producto de una constante por una funcion
33. Derivada del producto de una constante por una funcion,

Sex Y= .

Segiin la regla general :

PRIMER pAsO ¥+ Ay =cl+ Av) = co + cAv.
SEGUNDO PASO Ay = cAv
Ay _ Av

TERCER PASO

Ax (‘A.'l'-

De donde, segin (4) del Articulo 16,

" ’ dy _ dv

CUARTO PASO e = G,
o Hp i

v o (cv) = o

Fuente: Smith, F (2009)

Dentro de los infinitésimos enunciados por Smith hay ciertas operaciones que para el autor
hace necesario tener en cuenta en la construccién del concepto de derivada, operaciones
como: Suma algebraica, el producto de una constante por un infinitésimo, el producto de
infinitésimos y la division de infinitésimos. Ahora teniendo en cuenta aspectos enunciados
en el calculo de Smith que aluden a la aplicabilidad de la derivada se relacionan las reglas
generales para la derivacion. En este caso es interesante observar estas reglas (ya descritas
en autores anteriores) utilizando el célculo de infinitesimos donde establece cuatro pasos

como regla general para la derivacion mostradas en la ilustracion 35.
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llustracion 35. Regla general de derivacion
REGLA GENERAL PARA LA DERIVACIOGN

Primer paso. Se sustituye en la funcidn x por x4+ Ax, y se
calcula el nuevo valor de la funcion y + Ay .

SEGUNDO PASO. Se resta el valor dado de la funcién del nuevo valor
y se obtiene Ay (incremenlo de la funcion) .

Tercer raso. Se divide Ay (incremento de la funcion) por Ax
(incremento de la variable independiente ) .

Cuarro praso. Se caleula el limile de esle cocienle cuando Ax
[ incremento de la variable independiente) tiende a cero. El limite asi
hallado es la derivada buscada .

Fuente: Smith, F (2009)

Con estos pasos el autor por trivialidad enuncia las derivadas de las distintas clases de
funciones, la derivada para funciones inversas y la regla de la cadena enunciando como
férmulas de derivacion y usando la notacién de Leibniz para el operador derivada. Con esto,
las relaciones establecidas que surgen de las variaciones siempre tienden a formar la ecuacion

de la pendiente de una recta.

Inferencias generales de la categoria epistemoldgica

El desarrollo del anélisis geométrico y matematico es un objetivo clave dentro de la
construccién de la derivada en la categoria Geométrico Grafico Convergente. Para su
comprension se trata de formar varias representaciones, notaciones, simbolos que lo
identifiquen. Estas graficas geométricas permiten situar de manera dindmica el
comportamiento de funcion y también hacen un rol primordial dentro de la capacidad de
articular la construccién matematica del concepto de derivada desde diferentes simbolos
matematicos. Las esquematizaciones no solamente son necesarias para fines de
comunicacion, sino que son igualmente esenciales para la actividad cognitiva del
pensamiento y son primordiales para el desarrollo de las representaciones mentales ya que
éste depende de una interiorizacion de las representaciones semiéticas, del mismo modo que

las imagenes mentales son una interiorizacion de las percepciones (Duval, 1993). Estas
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visualizaciones consisten en entender a la derivada desde aspectos fisicos como el calculo de
la velocidad media, utilizando elementos bésicos de la geometria para su construccion como
lo es el grafico de una recta secante a una funcion continua. Desde las descripciones hechas,
la derivada desde lo geométrico considera una funcién continua en un intervalo determinado,
donde se encuentra una recta secante que pasa por los puntos que determinan al intervalo.
Ahora, se analiza el caso en donde uno de estos puntos se acerca al otro formando a su paso
un grupo de familias de rectas secantes, hasta llegar a una posicion limite formando asi la

recta tangente a el punto determinado.

El andlisis de estas representaciones aporta las bases fundamentales para la construccién del
concepto de derivada, usando la visualizacién y los simbolos que soportan una importante
manera de darle sentido y significado al aprendizaje del céalculo diferencial, puesto que la
particularidad de los objetos matematicos exige para su estudio que las actividades cognitivas
sustanciales como la esquematizacion, la conceptualizacion, el razonamiento, la
visualizacion, la comprensidn de textos, la resolucion de problemas, requieran simultanea y

articuladamente de variados sistemas de representacion semidtica (Duval, 1993).

En relacién con la simbologia utilizada en la construccion formal del concepto de derivada y
en base al andlisis hecho, se concreta que las diferentes representaciones simbdlicas utilizadas
por cada autor conllevan a la representacion de la razon de cambio, en donde lo que se
pretende mostrar de manera algebraica es la vinculacion de los elementos esenciales en el
concepto de la derivada. Un acercamiento a la derivada es partir de la definicion de limite

incremental y la explicacidn de la secante que deviene tangente (Espinosa, 2005).

También con el uso de simbolos para la representacion de algunos elementos geométricos en
la construccion de la derivada, se hace necesario utilizar el operador limite para relacionar y
conseguir una interpretacion algebraica para la derivada. Ahora teniendo en cuenta las
representaciones geomeétricas del desarrollo de la derivada y también los objetos matematicos
que interacttan en la formacion del concepto, es importante aludir al hecho de que poder
formalizar el objeto matematico a traves de propiedades de dichos elementos, se tiene que

considerar su representacion geometrica puesto que es necesaria una dimension cognitiva
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que suministre la solidez que tiene el marco teorico elegido y la dimension didactica del
concepto de derivada (Pinto & Parraguez, 2015), es de considerar que el concepto de derivada
es vista desde varias perspectivas, como cociente de la variacion media, cociente de
incrementos, cociente entre la diferencia de las coordenadas de dos puntos (ecuacion de la
pendiente de una recta), la relacion entre el cociente de variaciones, asociado a la nocion de

limite como fue descrito en las rejillas.

Estos objetos matematicos utilizados exponen la relacion que puede establecerse entre la
construccion del concepto de derivada y otros elementos de las matematicas, que pueden
considerarse como conceptos basicos para el entendimiento de la derivada. También hay que
considerar  los aspectos propios en la aplicabilidad de la derivada (como lo son las reglas
de derivacion para tipos de funciones, derivada de las operaciones entre funciones, derivacion

implicita y derivadas superiores) para la representacion de la categoria epistemolégica.

Tabla 7. Elementos fundamentales de la categoria epistemoldgica

Modos Elementos fundamentales
Geométrico Grafico Convergente » Representacién geométrica

» Comprension matematica de la

visualizacion geométrica

Analitico Operacional > Notaciones de los elementos
geomeétricos
> Desarrollo algebraico del concepto

formal de derivada

Analitico Estructural > Propiedades de objetos matematicos
que interactdan en la formacion del

concepto de derivada

Fuente: Elaboracién propia

4.1.1 Laderivada desde lo didactico

En esta investigacion, la derivada desde lo didactico se asume en relacion con el proceso de

ensefianza y aprendizaje evidencia en la planeacion y contenido. Con esto, se describen en el
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documento de caracterizacion (las rejillas), aspectos desde la estructura planteada en cada
autor en los temas relacionados con el concepto de derivada y el fin Gltimo por el cual optan
por la secuencia didactica planteada. Cabe resaltar que dentro de este analisis se tuvieron en
cuenta los descriptores expuestos puesto que son necesarios en el proceso de caracterizacion
de la derivada, con estas descripciones se disefia la configuraciéon de las actividades que
permitan el transito para la compresion profunda de la derivada, y con ello redisefar la guia

para evidenciar estos elementos articuladores.

En la categoria de la planeacion, en el libro de célculo del autor Apostol, se describe
inicialmente el objeto de estudio de donde subyace la aplicabilidad de la derivada, para luego
dar un indicio de la transversalidad de la derivada con el analisis del comportamiento de las
funciones. Con relacion a esto, se resalta la intencion del autor en exponer la importancia y
utilidad que ha venido tomando este campo de las matematicas en considerando la relacion
de elementos matematicos que la conforman como se evidencia en la ilustracion 48. Apostol
parte de considerar un problema particular de la aplicabilidad del concepto para resaltar las
caracteristicas a las cuales se va a enfocar, y dentro de esta categoria se puedan conformar
aspectos en cuanto a la organizacion de estas particularidades (Ledn, Bara & Azocar, 2013)
en el concepto de derivada (PL).Para el método en cdmo se va a desarrollar el tema (IN),
Apdstol considera la epistemologia e historia de la fundamentacion del calculo diferencial y

mas en especifico en el nacimiento del objeto matematico derivada.

lustracién 36. Historia de la derivada

4.1
4.2

ntroduccion histérica
Un problema relativo a velocidad

Fuente: Apostol, T. (1998)

Dentro de esta organizacion tematica, el autor plantea la importancia de la representacion
gréfica del concepto de derivada, para asi poder desarrollar de manera clara y precisa
propiedades relacionadas con la derivada de la composicion de funciones y aplicaciones de

la derivada en el analisis de funciones y en la necesidad de postular aspectos especificos que
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sigan una secuencia, con el propdésito de encontrar la manera adecuada de como instruir en
relacion con la profundizacion de los temas (Jaramillo & Esteban, 2006). A partir de esto,
una profundizacion al concepto son los criterios en relacion con las derivadas superiores,
derivadas parciales y el analisis de funciones para valores extremos como también la relacion
entre el teorema del valor medio a propiedades geomeétricas de las funciones mostrada en la

ilustracién 37.

lustracion 37. Estructura tematica de la profundizacion de la derivada

4.16 Aplicaciones del teorema del valor medio a propiedades
geométricas de las funciones

4.17 Criterio de la derivada scgunda para los extremos

4.18 Trazado de curvas

4.19  Ejercicios

4.20 Ejemplos resuclios de problemas de extremos

421 LEjercicios

Indice analitico

“4.22 Derivadas parciales
"4.23% Ejercicios

Fuente: Apostol, T. (1998)

Al desarrollarse el contenido segun el orden expuesto en las ilustraciones 35 y 36, Apostol
brinda al estudiante las herramientas para derivar operaciones basicas del algebra de
funciones usando el concepto formal de derivada. De esto se considera que la solucién de las
actividades de aprendizaje de los contenidos serian el resultado del aprendizaje (Ros, 2016).
Luego Apostol postula temas que tienen que ver con la profundizacion de la derivada, como
lo es el estudio de la regla de la cadena con el fin de que el estudiante pueda solucionar la
derivada en la composicion de funciones (ED). Una parte esencial dentro de la categoria de
planeacion es la capacidad que tiene el libro en especifico que le permita identificar, elegir y
dar prioridad a los conceptos (Rico, Marin, Lupiafiez & Gomez, 2008) por ende, el autor

Spivak en el proceso de ensefianza inicialmente nombra a la derivada y la integral como los
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dos temas fundamentales en el célculo y la importancia de los elementos matematicos
necesarios para la construccion de la derivada como se expone, puesto que el autor lo
considera una preparacion adecuada que favorece la facilidad de entender las ideas luminosas
y conceptos penetrantes que caracterizan al calculo una rama importante en el campo de las

matematicas (PL).

llustracion 38. Historia del concepto de derivada segun Spivak

Quizd (algunos dirian «ciertamente») el interés de las ideas a introducir en
esta seccion procede de la conexion intima entre los conceptos matematicos y
ciertas ideas fisicas. Muchas definiciones, e incluso algunos teoremas, pueden des-
cribirse en términos de problemas fisicos 2 menudo de manera reveladora. De
hecho, las necesidades de los fisicos constituyeron la inspiracion original para
estas ideas fundamentales del cdlculo, y frecuentemente mencionaremos las inter-
pretaciones fisicas. Pero siempre definiremos primero las ideas en forma matemd-
tica precisa y discutiremos su significado en términos de problemas matematicos.

Fuente: Spivak, M. (1996)

En la ilustracion 38, el autor reflexiona sobre la aplicabilidad de la fisica en la construccion
de las ideas fundamentales del calculo basadas en las necesidades de solucionar problemas
en el campo de la fisica, pero dichas ideas Spivak las interpreta de manera netamente
matematicos socializandola desde su uso en la cotidianidad. En la categoria de contenido el
orden tematico por el cual opta Spivak para el aprendizaje de la derivada, expone de manera
general los elementos tematicos que considera necesarios para gque el estudiante comprenda

correctamente la derivada y su aplicabilidad, como se muestra en la figura 39.

llustracién 39. Estructura general de planeacion

Derivadas e integrales -
9 Derivadas 197
10 Derivacién 227
Il Significado de la derivada 255 -
Apéndice. Convexidad y Concavidad 302
12 Funciones inversas 317
Apéndice. Representacién paramétrica de curvas 336

Estructura general dentro del
proceso de ensefianza de la derivada
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Fuente: Spivak, M. (1996)

En relacién con este orden tematico, el autor considera que al aplicarse de esta manera el
estudiante identifica la importancia en el manejo del conepto de la derivada y el céalculo de
limites para adquirir un buen manejo del tema. Para el desarrollo de la derivada de cada tipo
de funcion, Spivak opta por ensefiarla de manera mecénica (no usando el concepto de
derivada) utilizando postulados que facilitan la derivada de multiples funciones y también
considerando la derivada de operaciones entre funciones simples. En relacién con esto, se
puede notar que el autor dentro del proceso de ensefianza-aprendizaje siempre parte de la
construccidn de temas complejos a través de elementos matematicos que los constituyen y

que los considera temas béasicos requeridos (ED).

Para la categoria de planeacion es indispensable reconocer las ideas principales que el autor
expone en la construccion del concepto de derivada (PL), con ello en Stewart parte del
problema de las tangentes tal como se habia visto en Apostol como la idea fundmaental de la
cual surgi6 el calculo diferencial. Ahora Stewart hace necesario el célculo de limites para
poder resolver problemas de velocidades y tangentes puesto que lo considera como aspectos

basicos en la ensefianza de la derivada y la interpretacion de esta como la razén de cambio.

De lo anterior, el orden teméatico en Stewart sigue una correspondencia en como denota la
epistemologia puesto que incialmente parte de estudiar la derivada desde métodos
anticipados en el estudio de las tangentes, luego el concepto de derivada como una funcion
y las propiedades que surgen segun el tipo de funcién y las operaciones algebraicas entre
ellas, a partir de la estructura temética expuesta pueden surgir otras estrucutras que potencian
la comprension del concepto matematico (Van Hiele, 1986). Ahora el autor conceptualiza la
importancia dentro de algunos campos de las ciencias, para finaliza profundizando la

definicion para tipos de funciones hiperbolicas (IN) como se muestra en la ilustracion 40.
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llustracion 40. Importancia del concepto de la derivada

2.7 Denvadas y razones de cambio 143 Epistemoloeia y construccion del
Redaccidn ¢ proyecto - Métodos amticipados para la bisqueda de tangentes 133 L CGﬂCEptO dﬂthIiVad-a
1.8 La derivada como una funcidon 154

Repaso 165

3.1 Derivadas de polinomios y de funciones exponenciales 173
Proyecto de aphicacén « Comstruccién de una moataia rusa 182

32 Las reglas del producto y ¢l cociente 183

33 Derivadas de las funciones trigonométricas 189

34 La regla de la cadena 197

Proyecto de aplicacon « ;Dénde debe un piloto iniciar wn descenso? 206 Propie.dades: impor“tancia
35 Derivacion implicita 207 y profundizacién del
3.6  Derivadas de funciones logaritmicas 215 | concepto de derivada
3.7 Razones de cambio en las ciencias naturales y sociales 221
38 Crecimiento y decaimiento exponencial 233

3.9 Relaciones afines 241
3.10 Aproximaciones lincales y diferenciales 247
Proyecto de laboratorio « Polinomios de Tayler 253

3.1l Funciones hiperbélicas 254
Repaso 26l

Fuente: Spivak, M. (1996)

En relacion con la finalidad del autor basandose en la estructura temaética que opta no
determina una en particular, sino que, postula ejercicios de aplicacion de los conceptos vistos
(ED), puesto que considera que al ensefiar estos ejes tematicos el estudiante obtiene las
capacidades para resolverlos (Jaramillo & Esteban, 2006). Desde algunos aspectos que
construyen el concepto de derivada para la categoria de planeacion, en el calculo propuesto
por Smith detalla el proceso de ensefianza como una investigacion de la variacién de una
funcién al variar la variable x. Con relacion a esto, el autor lo considera el problema
fundamental del calculo diferencial, y la solucién a problemas relacionados con variaciones
y magnitudes ya que fue la clave para que Newton descubriera el calculo infinitesimal y en

la modernidad convertirse en el instrumento cientifico mas significativo de las matematicas
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modernas (PL). Todos estos planteamientos los reine mediante la organizacion de acuerdo
con aspectos de los contenidos, método de ensefianza y evaluacién de temas (Gomez, 2007).

Dada la importancia de este objeto matematico, el autor categoriza el aprendizaje de la
derivada iniciando con la idea de variacién e incrementos puesto que en la descripcion del
proceso de ensefianza el autor lo considera el aspecto fundamental en la epistemologia del
Célculo Diferencial. Dada la construccion del objeto matematico, se define la derivada y se
explica la simbolizacion usada para representar la derivada como un operador. Ahora, Smith
desarrolla propiedades en relacion con las operaciones entre funciones bajo el operador
derivada como se muestra en la ilustracion 41, evidenciando a la derivada como una

transformacion lineal y mostrando su interpretacion geomeétrica.

llustracién 41. La derivacion

Derivacion

Introduccion, 25. Incrementos, 25. Comparacion de incrementos 26.
Derivada de una funcion de una variable, 27. Simbolos para representar las
derivadas, 28, Funciones derivables, 30. Regla general para la derivacion, 30.
Interpretacion geomeétrica de la derivada, 32.

Fuente: Smith, F (2009)

Para la profundizacion se tiene en cuenta lo planteado en la categoria de planeacion, dando
asi problemas de aplicacion donde se expone la importancia, y la aplicabilidad de la derivada
en el analisis de los tipos de funciones como se muestra en la ilustracion 42. Cabe resaltar
que en este proceso de aprendizaje el autor opta por considerar la derivada de cada tipo y

operacion de funciones como reglas para derivar funciones algebraicas.

[lustracion 42. Reglas para derivar funciones algebraicas

Reglas para derivar funciones algebraicas
Importancia de la regla general, 36. Derivada de una constante, 37. Deni-

vada de una variable con respecto a si misma, 38. Derivada de una suma, 38.
Derivada del producto de una constante por una funcion, 39,  Derivada del
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Fuente: Smith, F (2009)

Desde la denotacion de algunos aspectos para tener en cuenta al iniciar el proceso de
ensefianza, en el calculo de Smith como objetivo principal de su libro es implementarlo como
una herramienta donde la instruccion de la derivada parte de la resolucion de problemas de
una manera muy detallada. Por la manera en como se describe el interés de estudiar este
concepto matematico, el escrito es un apoyo fundamental en la consulta o repaso de
conceptos fundamentales, en la profundizacion del tema en la solucion de algunos problemas
y la demostracién de teoremas emergentes. Con lo descrito, Ayres postula su calculo como
un texto guia para el desarrollo de un curso de calculo (PL), enfocados en la implementacién
de la posibilidad del aprendizaje, enfocado en el dominio, dificultad y grado de complejidad
de los conceptos (Llinares, 2008).

Una estructura acorde a la ensefianza del célculo en la solucion de problemas de aplicacion
como lo expone Smith, se considera tener en cuenta en tres partes el concepto de derivada
para asi caracterizar los preconceptos en la construccion de su definicion, analizar la derivada
desde el estudio de funciones algebraicas vista como un operador y profundizar en teoremas
gue van resultando en la necesidad de resolver problemas (IN), basado en una distribucién y
una jerarquia de los conocimientos (Chopin, 1993). En relacion con las descripciones de la
importancia, profundizacion y estructura tematica, aunque no lo enuncia, desarrolla estos
aspectos con la finalidad de que el estudiante tenga todas las herramientas en la necesidad de
comprender el concepto de derivacidn, no solo en ejercicios, sino en el aprendizaje basado
en problema que describe en el desarrollo de la tematica (ED), y los que postula al final de
esta para observar como el estudiante utiliza los recursos aprendidos (Gomez & Romero,
2008).

Inferencias generales de la categoria didactica

En la construccion de la categoria didactica es necesario indicar, que proporciona la
estructura en como se va a desarrollar el concepto de derivada desde su epistemologia e

importancia, el orden de los temas que establecen su estructuracién, aplicacién vy
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profundizacién, por ultimo, se expone el objetivo de aprendizaje alcanzado al aplicar esta
estructura didactica.

Es indispensable dentro de la estructura de la ensefianza en la construccién del concepto de
la derivada desde los modos de pensamiento, entender los planteamientos de problemas
matematicos que fueron ejes fundamentales en la epistemologia del objeto matematico y a lo
largo de la historia como ha venido contribuyendo en el desarrollo del campo de las
matematicas. Estos aspectos brindan al proceso de ensefianza incentivar el interés del
estudiante por aprender el tema al igual que ofrece los elementos basicos para la construccién
de la derivada desde los tres &ambitos (GGC, AO, AE). Este incio estructural facilita el proceso
de estudio enmarcado en el proceso de ensefianza-aprendizaje de la matematica, puesto que
expone concepciones epistemoldgicas del objeto matematico, sobre su ensefianza y
aprendizaje, los cuales forman un eje decisivo con la capacidad de promover el interés del
estudiante sobre el tema y sus métodos de analisis, y determina fortalezas u obstéaculos para

el desarrollo de la préctica educativa y profesional del profesor en formacion (Carrillo, 2000).

En relacion con los temas que se van desarrollando en las concepciones epistemoldgicas, es
necesario dentro del proceso de ensefianza-aprendizaje tener en cuenta la organizacion de
temas que generen una ensefianza adecuada que ofrezca una comprension en la construccion
del objeto matematico, de esto se afirma que la accion educaiva requiere un planteamiento
en la necesidad de formar un conjunto de prescripciones que oriente el proceso de ensefianza-
aprendizaje, puesto que, el aprendizaje y la instruccion se complementan de tal manera que

la primera sirve como fundamento de la segunda, (Bruner, 2015).

Por ultimo, en la descripcion bibliografica hecha se caracteriza el objetivo de aprendizaje en
algunos libros al final del tema y en otros se detalla en la capacidad del estudiante en resolver
problemas planteados. Con ello se establece su importancia desde la planificacion planteada
y el proposito que se quiere alcanzar, detallando claramente la metodologia escogida en la
parte instruccional (Friz, Panes, Salcedo & Sanhueza, 2011). Como también se nombrd las
capacidades que adquieren los estudiantes a la hora de resolver problemas de aplicacion como
un objetivo de aprendizaje, por consiguiente, el objetivo de aprendizaje también adquiere
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valor relacionado con las técnicas de evaluacion apropiadas para determinar hasta donde se
ha cumplido el objetivo de aprendizaje propuesto (Friz, Panes, Salcedo & Sanhueza, 2011).

4.2 Construccion de las actividades segun los modos de pensamiento

Hay que sefialar que se optd por usar el término guia puesto que este concepto es idoneo para
el trabajo que se quiere disefiar. En esta propuesta se encuentran ejercicios resueltos y para
resolver desde los tres modos de pensamiento GGC, AO y AE, cada ejercicio se ha ubicado
dentro de cada modo de pensamiento haciendo énfasis en establecer las articulaciones entre

los tres modos.

4.2.1 Modo Geométrico Grafico Convergente

Para la elaboraciéon de las actividades se tuvo en cuenta su procedencia epistemoldgica
asumidas en el documento de caracterizacion, para este modo se asume aspectos necesarios
en la estructuracion de la derivada, usando gréaficas para la representacion de los elementos
matematicos involucrados en dicha construccion, como lo es la pendiente de la recta tangente
a una curva y el calculo de velocidad media. El fin de esta descripcion es facilitar la
comprension desde un punto de vista algebraico los procesos geométricos que interactiian

entre si para formar el concepto de derivada.

Actividad 1
v" Teniendo la grafica de f(x) = x? + 5, ahora dado dos puntos A = (1,6) y b =

(3,14), grafiquemos la recta secante a estos dos puntos

Esta actividad introductoria al pensamiento geométrico considera aspectos importantes que
parten en la representacion grafica de la funcion f(x) = x? + 1, al considerar la idea de la
recta secante que pasa por los puntos (1,6) y (3,14) (OM), lo que se pretende es dado los
objetos geométricos de recta secante, analizar que ocurre cuando se considera la traslacién
de las rectas secante emergentes al ubicar cada vez un punto mas cerca del otro (CT). Estas

concepciones ayudan a dar una idea més clara del génesis de la construccion de recta tangente
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considerandola la recta formada del chogue entre los puntos A y B esta interaccion se

denomina la recta tangente a una funcion en un punto (Garcia, Blanco & Ciscar, 2006).

Actividad 2
v" La velocidad de un auto esta ligada por la funcién y = x? — 1, usando la tasa de
variacion media en el intervalo [2,5] encontrar la pendiente de la recta tangente al

punto x = 4,5

La construccion de esta actividad alude a la relacion que se establece entre entender la
variacion media desde la funcién y = x2 — 1 como el cociente de las diferencias entre las
variables, es decir la pendiente y con esto se pretende aplicar las propiedades algebraicas y
geométricas del objeto matematicos como lo es el limite en la comprension de la nocién
derivada entendidas como la relacion entre conceptos basicos de la razon de cambio y el
cociente de incrementos o como la recta tangente al punto x = 4,5 (PO) (Sanchez, Garcia &
Llinares, 2008).

Actividad 3
v" Dibujar la gréafica de la funcién clbica f(x) = x — x3 en el intervalo cerrado —2 <
x < 2. Hallar las constantes m y b de modo que la recta y = mx + b sea tangente a

la grafica de f en el punto (—1,0).

Considerando la idea de secante como el concepto fundamental en la construccion de la
derivada como se postulé en la actividad introductoria, en este caso la actividad es
considerada a partir de representar graficamente la funcién en el intervalo —2 < x < 2,
Ahora al trazar la recta que pasa por x = 2 y x = —2 se construye la recta secante con la
finalidad de mostrar que este elemento geométrico es fundamental en la construccion del
concepto de derivada (OM) (Garcia, Blanco & Ciscar, 2006). Esta actividad concuerda con
este modo puesto que se relaciona el comportamiento en la inclinacion de las rectas secantes
cada vez que se aproximan a la recta tangente, como el cociente entre las variaciones de los

valores de los puntos (x,y) llamado pendiente, esto desde lo algebraico expresa la
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importancia de la recta tangente al punto(—1,0) en el manejo de la nocion del concepto de

derivada como la pendiente de la recta tangente (CT).

En conclusién, las actividades subyacen al considerar la nocién geométrica de los conceptos
de secante, pendiente, variacién media y tangente como los pilares basicos en la comprension
del concepto de derivada. Esto visto geométricamente como la inclinacion de la recta
tangente en un punto y desde lo algebraico como el valor de la pendiente de la recta tangente

en un punto.

4.2.2 Modo Analitico Operacional

En la construccion de las actividades se tuvieron en cuenta las diferentes notaciones en la
simbologia de elementos matematicos involucrados en la construccién del concepto de
derivada, como los son: La variacion A, el limite Lim, representacion de funciones f(x) o y,
pendiente m, ecuacion de la recta y = mx + b. Estos elementos matematicos contribuyen a

la construccidn del concepto formal de derivada definido desde la bibliografia elegida como

y f e+ Ax) — f(x)
m
h—oo h

Actividad Evaluativa 4

v" Si se tiene un globo en forma de esfera y se sabe que el volumen de este cuerpo es
4 3 . y .
v = S7r?, tenemos que su volumen cambia en relacion con el radio. Responder

a. ¢ Cual es la variacién del volumen cuando el radio pasa de 3cm a 3,5cm?

b. ¢Cual es la razén de cambio del volumen cuando el radio es 3 cm?

En la construccion de esta actividad, se tuvo en cuenta la idea de variacion media relacionada
desde la pendiente de la recta secante. Con esto, lo que se pretende es analizar que ocurre
cuando dichas pendientes se acercan a un cierto valor cada vez que los puntos que

determinaron la primera recta secante se van acercando a un punto dado. Para ellos se utilizan
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simbologias como m, A, lim (SR) que ayudan a dar un significado variacional a la derivada

al darle un significado a cada elemento que varia (CF) (Vrancken & Engler, 2014).

Actividad Evaluativa 5

v' Escribir la ecuacién de la recta tangente alacurvay = x3 — 3x? — x + 5 en el punto
(1,2)

En esta actividad se pretende ya utilizar el cociente de variaciones construido en las
actividades anteriores, con la finalidad de utilizar la simbologia de elementos que interactian
entre si m, A, lim (SR) para representar la variacion media en el punto dado como la
pendiente de la recta tangente en dicho punto y asi poder identificar los elementos que
constituyen a la recta (CF). Esta actividad se ubica en este modo puesto que la considerar
esta idea de valor limite contribuye a identificar como y cuanto la varia la funcion entorno al
punto dado (Testa, 2013).

Actividad 6

v" Utilizando el cociente de incrementos encontrar la derivada de la funcion y = x3 y el

valor de la recta tangente en el punto x = 2

Esta actividad se soporta como la aplicacion de este cociente de incrementos en donde a

través de los elementos vistos en las actividades del modo Geomeétrico Grafico Convergente

fx+h)—f(x)
h

se construye el limite ling , ahora se evallia para la funcion y = x3, donde se tiene
X—

en cuenta que f(x) = x3 puesto que y = f(x), ademas teniendo en cuenta que f(x + h) =
(x + h)3. Solucionando este limite a través de propiedades algebraica y concluyendo con la
representacion del valor del limite como f’(x) (SR), a traves del limite (CF), utilizando
aspectos descritos en la anterior actividad. En conclusion, este método alude a la idea de
variacion en la construccién formal del concepto de derivada, esto con el fin de seguir
llevando una secuencia que ayude a la comprension del concepto de derivada desde

elementos matematicos y geométricos que la construyen.
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4.2.3 Modo Analitico Estructural

Para la construccion de las actividades se tuvieron en cuentas dentro del documento de
caracterizacion, aspectos sobre la relacion de la derivada como transformacion lineal,
propiedades del objeto al aplicarse como un operador y caracteristicas propias de otros
elementos matematicos que interacttan para la formacion del concepto de derivada. Esto con

el fin de comprender la aplicabilidad del concepto de derivada desde un punto de vista formal.

Actividad 7
v' Dada la funcién y = x? en los intervalos x € [1,3] graficar la familia de rectas
secantes que se aproximen al punto x = 2.5 y determinar la recta tangente en ese

punto

Esta actividad subyace, puesto que como se habia mencionado, siempre se considera la
grafica de la funcion y = x2, teniendo en cuenta los puntos de esta funcién que pertenecen
al intervalo cerrado [1,3]. Desde el elemento matematico secante como principal fundamento
en la construccion gréfica de la derivada, se forman las familias de rectas secantes que se
aproximan al punto x = 2.5 determinando la recta que pasa por este punto y considerandolo
como la recta tangente, ademas teniendo en cuenta que lo que se logra es a través de
elementos estructurales asimilar la expresion matematica de la tangente como la gréfica de
la derivada de una funcion (PD). Se evidencia la variedad de perspectivas que se puede

generar al construir la nocion de tangente (Pinto & Parraguez, 2015).

Actividad 8

M para valores de h proximos a

v Aproxime el cociente de incrementos lirré
xX—

0 y después encuentre el valor exacto de f'(1):
a). f(x) =x3-3x+1

1

b). f(x) ==

x2
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Esta actividad se construye teniendo en cuenta la construccién de la nocion de derivada desde

el cociente de incrementos donde se analiza el operador limite para las funciones f(x) =
1 Ly - . . ..

x3—3x+ 1y f(x) = en el andlisis en la relacién con argumentos de tipo variacional
X

(Cantoral, Molina & Sanchez, 2005)., utilizando los simbolos de los elementos matematicos
A, lim (SR), para la construccidn de la recta tangente en el concepto de limite simbolizandola
como f“(x) (CF).

Actividad 9

v Dadalafunciény = i utilizar el cociente de incrementos para demostrar que f*(2) =

1

4

En la construccién de esta actividad se tuvieron en cuenta las construcciones hechas en la

anterior actividad y usar estos elementos en la aplicabilidad de limite de cocientes

incrementales para la funcién y = i y demostrar que el punto de este incremento f'(2) =

— i pertenece a la recta tangente (PO) para la comprension de la derivada desde lo estructural,

entendiendo a los objetos matematicos como objetos abstractos (Sfard, 1992).

En conclusion, este modo de pensamiento contribuye en entender la aplicabilidad de los
objetos matematicos, acudiendo a la relacién entre sus propiedades, para asi lograr una
comprension de la nocion del concepto de derivada y poder aplicarla en el anélisis

matematico y geomeétrico de las funciones.
4.3 Validacion a juicio de expertos

En esta seccion se procede a analizar los argumentos expuestos por la experta en relacion a
la guia, y constituyen el sentido del objetivo especifico 3 planteado en esta investigacion.
Dentro del proceso de conformacion del contenido de la guia, donde se plantea la elaboracion
de las actividades y la estrucutura tematica que relaciona los temas necesarios en la

comprension del concepto de derivada, es necesario tener plena confiabilidad en que todo lo
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que se construyo sea acorde a los fundamentos del marco teérico elegido. Es por ello, que se
opta por realizar un proceso de validacion donde se tienen en cuenta el uso, objetivos, el
contenido, el proceso de construccion y su valor de prediccion (Messick, 1989). De esta
manera, lo que se pretende es otorgar un respaldo por juicio de experto que ratifique la

congruencia y la relevancia del trabajo de investigacion.

Para el proceso de validacion y concorde a la teoria didactica que se basa esta investigacion
se eligieron los modos de pensamiento enmarcados dentro de las categorias de planeacién y
contenido. De la planeacion como categoria se plante6 desde la manera en la cual se modifica
la guia, en el aspecto de como se fundamento para su estructura y la finalidad a la cual se
quiere llegar. En la ilustracion 43 se especifican los aspecto a los cuales se les modifico a

esta categoria segun el juicio del experto.

llustracién 43. Observacion de la validacion

recuerda que este marco en primer lugar nos pide hacer una analisis historico epistemolégico del
objeto matematico con el fin de identificar los diferentes modos de pensar, luego nos pide hacer un
analisis a las producciones de los estudiantes, los libros de texto y las producciones curriculares, luego
nos pide levantar los modos de pensar el objeto matematico y nominarlos y finalmente nos pide
disefiar un cuestionario y aplicarselo a los participantes para evidenciar lo que nos hemos propuesto.
Tanto la secuencia didactica como la guia son interesantes pero ubican al lector en un solo modo de
pensar, podrian pensar en menos problemas pero tratando de buscar por ejemplo que el estudiante
represente de dos o tres maneras, y que el estudiante obtenga informacion de una grafica por ejemplo
Revisa lo que te escribi y si hay algo que deba ampliar... lo hago con gusto.

Fuente: Docente evaluador

De la modelacion en la cual se basa la guia se tiene en cuenta la postulacion de dos ideas
claras y son la de relacionar lo geometrico con lo algebraico y desarrollar la intuicion
geométrica (Maturana & Parraguez, 2012). Estas dos posturas se analizaron de manera mas
profunda en los analisis realizados en la revision bibliografica donde se identificaron aspectos
que aluden a la relacion entre lo grafico y lo numeérico, y a la capacidad de entendimiento de
lo que ocurre en dicha interaccion para la comprension de como se construye un objeto

matematico. Al igual, en la seccion del analisis en la construccion de actividades
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pertenecientes al modo de pensamiento Geometrico Grafico Convergente dichas posturas
fueron fundamentos esenciales para la construccion de la derivada desde este modo.

En el marco de los modos de pensamiento es necesario identificar caracteristicas de estos
desde la epistemologia del propio objeto matemético a comprender (Sierpinska, 2000). Es
por ello, que la observacion que se recalca en la validacion sobre la identificacion de los
modos desde las producciones de libros de texto es sustentada en este trabajo de investigacion
desde el planteamiento del objetivo 1, donde una de las acciones fue identificar desde la
bibliografia que compone la malla curricular del curso de célculo diferencial de la
licenciatura en matematicas, elementos que desde sus caracteristicas se identifican dentro la
definicion de cada modo de pensamiento. Ahora, desde el aspecto curricular y las
producciones que este ha mostrado en los cursos anteriores se elaboraron cifras estadisticas
que mostraban en algunos casos que el indice de reprobacion es alto, siendo esta una de las
razones por las cuales se optd por desarrollar este trabajo de investigacion, con la idea de
implementar opciones de aprendizaje basados en elementos tedricos de la didactica de la

matematica, para un mejoramiento en las tasas de indice de reprobacion.

Por tal motivo, en la construccion de la guia se modifico su secuencia tematica en el sentido
(RT) de establecer una serie de actividades que tengan una relacion entre si, con la finalidad
de que el contenido al cual va a acceder el estudiante tenga sentido e influya en un proceso
de aprendizaje (Diaz, 2013). Esta descripcion se planted de esta manera puesto que en las
observaciones de validacion (llustracion 43), se argumenta que el marco contempla el
analisis de las producciones de los estudiantes, y este trabajo enfoca dicha observacion en las
acciones postuladas en el objetivo general, en donde el andlisis se aplica a las diferentes
soluciones que los estudiantes construyen a partir de los temas estudiados en la guia con la
finalidad de caracterizar elementos matematicos que facilitan una articulacion entre las

maneras de ver y entender el concepto de derivada.

Un caracter fundamental que se nombra dentro de la validacién (llustracion 43) es el
surgimiento de los modos de pensamiento desde los analisis ya antes mencionados. Por ello,

este emerger se sustenta desde la creacion de las actividades que componen a la guia y su
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importancia en el aprendizaje en la manera de proporcionar herramientas al estudiante para
que el mismo construya su conocimiento (Garrido, Castro & Pessoa de Carvalho, 1995). La
construccidn de estas actividades nace de la extraccion de aspectos propios de los modos de
pensamiento, identificados en la revision bibliografica. Es por estas caracteristicas propias
de las actividades que es posible la nominacion de estas, dentro de los modos de pensamiento.
Ademaés, en concordancia con la metodologia propuesta en el trabajo de investigacion, para
la solucion de estas actividades, se planted que en el momento de su desarrollo el estudiante
pueda interpretarla a partir de cualquiera de los tres modos de pensamiento, con la finalidad
de facilitar la transicion desde un modo de pensar a otro. Por este motivo, desde las
descripciones que pertenecen a la categoria de contenido, en la reestructuracién de las
actividades se consider6 la manera en como estas direccionaban al estudiante y lo ubicaban
en alguno de los modos de pensamiento. Dentro de las modificaciones dadas en la ilustracion
44,

[ustracion 44. Configuracion de la forma de ver el concepto de derivada

DESCRIPCION DE ACTIVIDADES DE APRENDIZAIE
Objetivo de aprendizaje: 573046791181

F:cmstruir rectas secantes que cortan una curva en dos puntos a través de conceptos Agui habria una sola forma de ver &l cancepto
geomeétricos y analiticos basicos, y con ayuda de la idea de continuidad y aproximacion para
representar la recta tangente en un punto como eje principal en el concepto de derivada. |

Fuente: Docente evaluador

Se evidencia que desde un andlisis critico se configuran las actividades, desde las acciones
hechas en la unidad de andlisis del objetivo especifico 2, donde se evidencia que las
categorizaciones de las actividades van de acuerdo con las caracteristicas de sus enunciados
y no a los distintos métodos de solucidn que puede tener. Por tal razén, esta comprobacion
de que las actividades sittan al estudiante en cualquiera de los tres modos de pensamiento
contribuye a las articulaciones entre estos (CC), al igual hace que el estudiante a través de
conceptos previos, interacciones con nueva informacion para darle un sentido profundo al

concepto estudiado (Diaz, 2013).
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[lustracion 45. Definicion de cada modo segun la validacion

Modo AQ|

sesion

profesor en la sesién

estudiantes en la
sesion

v' Aproxime el
cociente de
incrementos

li
x—0
para  valores
de h proximos
a 0y después
encuentre el
valor  exacto
de f'(1):
a), flx)=x%—3x+
1

b).f() ==

. +h)—f(:
mf(r Pl:,mf)

La sesion consiste en
comprender el
concepto de limite
como una
aproximacion ¥
relacionarlo con el
cociente de
incrementos con el
fin de construir el
concepto de la
pendiente de una
recta tangente.

Descripcion de la
actividad

El docente debe
explicar la tematica
segln la guiay
proponer a los
estudiantes el
desarrollo de los
ejercicios propuestos
y la actividad
evaluativa que hay al
final de la sesidn y
socializar dichas
soluciones en clases.

Resolver de manera
individual y en el
tiempo determinado
por el profesor cada
uno de los ejercicios
propuestos  y  la
actividad evaluativa y
mostrar  en  clases
como los soluciono.

573046791181

Me parece gue en la secuencia s debe guedar clara la

definicidn de cada modo

Fuente: Docente evaluador

Finalmente, en la ilustracion 45, se demuestra que las modificaciones con respecto al enfoque
tematico que se plantea en la validacion y se sustentan a partir de las acciones ya establecidas
y desarrolladas en esta investigacion. Esto indica que el estudio se fundamenta en evidenciar
la existencia de elementos matematicos que permiten la transicién de las maneras en cémo

se puede construir, comprender y aplicar el concepto formal de derivada.

4.4 Articuladores

Desde la metodologia planteada lo que se pretende es determinar objetos matematicos que
contribuyen a establecer relaciones entre las formas de comprender la derivada, todo esto
basado en una mirada epistemoldgica y didactica de la temaética, unido con la aplicacion de
la guia validada, para finalizar con el desarrollo de una secuencia de ensefianza y aprendizaje
acompafada de actividades que son importantes en la comprension del concepto.

En este sentido, la fase de implementacion consta de dos etapas, donde se hace un
reconocimiento de los estudiantes que hacen parte del curso de Calculo Diferencial de la
Licenciatura en Matematicas. Para la aplicabilidad de la guia la cual esta contenida por 9
actividades, junto con otros argumentos para la construccién del concepto de derivada y

desarrolladas en 6 sesiones. Con el interés de identificar y caracterizar los articuladores
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emergentes en la comprension de la derivada, se muestran el analisis de algunas de las

producciones de estudiantes a los que se les aplico la guia.

v' Actividad 1: Teniendo la gréfica de f(x) = x2 + 5, ahora dado dos puntos A =

(1,6) y b = (3,14), grafiqguemos la recta secante a estos dos puntos.

Esta pregunta situada en el modo GGC, pretende que el estudiante construya rectas secantes,

asi como se muestra en la ilustracién 46.

llustracion 46. Articulador 1: Recta secante

Fuente: Estudiante del curso de Célculo Diferencial

Recta secante: Este elemento matematico usado como articulador facilita la interpretacion
geométrica del concepto de tangencia y desarrolla habilidades imaginativas para la
elaboracion grafica del concepto de secante (Vielma, 2020), puesto que en el desarrollo
expuesto en la ilustracion 46 de la actividad 1, el estudiante visualiza una grafica geométrica
dada como es el punto en una curva y para caracterizar la recta secante (DC) hace necesario
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utilizar un punto auxiliar cualquiera que esté dentro de la curva para que contribuya a su
construccion. Al observar la ilustracion 46, se observa que el estudiante construye la idea de
secante a través de la interpretacion geométrica de las coordenadas de los puntos y concluye
que el concepto de secante entendido como la recta que corta a una curva en dos puntos. Asi,
expone la relacion entre la formulacion de puntos en el plano a través de niameros y conlleva

a la necesidad de utilizar el elemento matematico pendiente.

Con el propésito de desarrollar la visualizacion matematica de la grafica de elementos

matematicos se postula la situacion:
Actividad 2: La velocidad de un auto esta ligada por la funcién y = x? — 1, usando la tasa
de variacion media en el intervalo [2,5] encontrar la pendiente de la recta tangente al punto

x =45

Esta pregunta igualmente situada en el modo GGC, postula el estudio de las pendientes desde
un enfoque geométrico y algebraico, con la finalidad de observar un transito al modo AO.

lustracion 47. Articulador 2: Pendiente

Fuente: Estudiante del curso de Célculo Diferencial
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De lo anterior se encontro el siguiente articulador:

Pendiente: Este concepto permite al estudiante contemplar la relacién entre la gréfica de la
recta y su traslacion en el momento que alguno de los dos puntos planteados se acerque al
otro. Dentro de las soluciones los estudiantes, en la ilustracion 47, entienden la relacion entre
el valor de la pendiente (DC) y lo que ocurre cuando los puntos se van haciendo cada vez
mas cercanos, ademas predicen si la pendiente disminuye o aumenta en la medida que
evalUan las rectas secantes que se forman con dos puntos. Dentro de este anélisis el estudiante
grafica este acercamiento y con ello construye familia de rectas secantes aproximandose a

una recta tangente (ilustracion 48).

llustracidn 48. Familia de rectas secantes aproximandose a una tangente

12 *

12 /M2 4 6 s

-2

Fuente: Estudiante del curso de Célculo Diferencial

Es por esto, que se considera que este articulador permite al estudiante desarrollar la
visualizacion del movimiento de los puntos, interpretar procesos de acercamiento de
secantes, de recta tangente y el concepto de pendiente (Vielma, 2020) al momento de
presentar de manera dindmica una interpretacion geométrica y algebraica de la derivada. De
lo anterior, dentro de las soluciones se identifica cierta necesidad de entender la nocién de

aproximacion, por tanto, se postuld la siguiente situacion:
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Actividad 3: Dibujar la gréfica de la funcién cubica f(x) = x — x3 en el intervalo cerrado
—2 < x < 2. Hallar las constantes m y b de modo que la recta y = mx + b sea tangente a la

gréafica de f en el punto (—1,0).
Esta actividad situada en el modo GGC, pretende construir la idea de aproximacion a través
del estudio de rectas secantes y rectas tangentes. De esto, se obtuvo la siguiente informacién

como se muestra en la ilustracion 49.

llustracion 49. Articulador 3: Limite

T [
o e . I

@ - i . /: f
i E=011 644 i a4 |
@ 1 RemnE
F 1 w o
@ boResalA ) *\ i
n Nk
0.21
=21
PENDIENTE

my

m;

m; 2.5

my 2.2

mg 2.1

Miremos que cada vez que la recta secante que parte desde el punto B se acerca al punto A las
pendientes convergen al valor 2, con esto quiere decir que el valor linmte cuando las pendientes
de las rectas secantes se aproximan a la pendiente de la recta tangente su valor es de 2. Esto
mdica que lo elementos que componen a la recta tangente seria:

m=2

Fuente: Estudiante del curso de Céalculo Diferencial
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Limite: Este objeto matematico propuesto como un articulador relaciona la interpretacion
geométrica de la traslacion que forma familia de rectas secantes que surge del movimiento
de los puntos establecidos en el sentido en que los valores numeéricos de las pendientes de
dichas rectas van acercandose a un determinado valor. Esto indica que el estudiante desde la
ilustracion 49, construye el concepto de recta tangente a un punto en el momento en que
enlaza la visualizacion geométrica y analitica del concepto de tangencia a través del analisis
de rectas secantes (DC). Esta vision desde el enfoque geomeétrico al analitico es fundamental,
puesto que aplican la comprension desde la epistemologia que les permite descubrir estos
conceptos (Vielman, 2020). Como se puede observar en la ilustracion 49, los estudiantes
dentro de la construccion del concepto de derivada a través de la comprension y estudio de
rectas secantes aproximandose a una tangente, interactian desde una vision grafica de los
elementos matematicos a través de articuladores como la recta secante y la pendiente de una
recta, lograron identificar la relacion entre a la recta tangente y la construccion del concepto
de derivada, y el limite como herramienta fundamental entre la transicién desde una

visualizacion geomeétrica hacia un analisis algebraico del objeto derivada.

Teniendo en cuenta lo comprendido en los estudiantes, se prosigue a emplear la idea que se

fundament6 de limite para plantear lo siguiente:

Actividad evaluativa 6: Utilizando el cociente de incrementos encontrar la derivada de la

funcion y = x3 y el valor de la recta tangente en el punto x = 2

Esta actividad situada en el modo AO, procura que el estudiante desde un enfoque analitico
utilice propiedades de los elementos matematicos que interacttan en el limite de incrementos,
con el objetivo de identificar el transito hacia el modo AE. Desde este punto de vista, se

obtuvo el siguiente analisis que se observa en la ilustracion 50.
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llustracion 50. Articulador 4: Infinitesimales

1.
fx)=x°

fix+Ax) = (x—l—,ﬂ.xf

v e Fx+AX) — f(x)
fi@ = fim =

(x+Ax)°% — %3
Ax

fla)= lim

Fuente: Estudiante del curso de Céalculo Diferencial

En la necesidad de poder aplicar propiedades algebraicas dentro de los procedimientos se

observa el siguiente articulador:

Infinitesimales: Desde la ilustracion 50, se identifica que el estudiante utiliza la nocion de
incremento desde la representacion algebraica de la curva, para la construccion operacional
del concepto de pendiente de una recta secante. Ahora, con el uso del concepto de limite
como operador, el estudiante considera que el incremento que supuso se va haciendo cada
vez mas pequefio y establece la relacion de este concepto con el analisis de los infinitesimales
que son elementos esenciales en la comprension de la derivada (Vielma, 2020). Al establecer
la idea de los infinitesimales se observa que este elemento aporta a que el estudiante inicie la

operabilidad en el uso del calculo de incrementos como se muestra en la ilustracion 51.
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llustracion 51. Uso algebraico del célculo de incrementos

Fuente: Estudiante del curso de Célculo Diferencial
Al utilizar la idea de lo infinitamente pequefio, el estudiante desarrolla la construccion de la
derivada de una funcion a través de propiedades relacionadas a elementos matematicos que

la conforman (DL). Como se puede observar en la ilustracion 52.

llustracion 52. La derivada como transformacién lineal

Fuente: Estudiante del curso de Célculo Diferencial

Donde el estudiante forma la derivada de una funcion a través de propiedades como la
transformacion lineal. En la descripcion hecha se muestra como los estudiantes transiten
desde el modo AO al modo AE, con la idea de infinitesimal como articulador. Al identificar

esta propiedad desde el analisis de las soluciones en la siguiente actividad:
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Actividad Evaluativa 7: Dada la funcién y = x? en los intervalos x € [1,3] graficar la
familia de rectas secantes que se aproximen al punto x = 1y encontrar la pendiente de dicha

recta tangente en este punto.

Donde se sitta en el modo AE, puesto que su planteamiento se basa en el estudio de la recta
tangente para que el estudiante transite al modo GGC. El siguiente elemento se identificd

como articulador.

Recta tangente: En las observaciones los estudiantes analizaron la familia de rectas secantes

aproximandose a 1, como se muestra en la ilustracion 53.

llustracién 53. Articulador 5: Recta tangente
GeaGebra Calculadora grafica

it Rectala, @) i
@ e~
= y=25x-15 18
2 E = (13 1.69)
|
® i:Recta(AE) i
2
— oy =23x-13
2 F={11 121) : 1
@ k- Recta(A F) @ i
— y=21x-11
3
" G o= [1.0% 1.1025) :
. i
O I : Recta(A, G) i
— y = 205:.1.08 -
@  H={L005 101007
a
G m ; Recta(A, H)
oy = 20055 - 1005
5
3
E3 D24 0B 088 09 1.06

Fuente: Estudiante del curso de Célculo Diferencial
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Con ayuda de la graficadora GeoGebra lo que se pretende es encontrar la pendiente de la
recta tangente que corta a la funcién en el punto x = 1, y desde la interpretacion geométrica
de la idea de tangencia evaluando el movimiento de la recta secante (Vielma, 2020) para
transformarse en una recta que corta a la curva en un punto. Con esta visualizacion el

estudiante construye la derivada de una funcion.

llustracion 54. Ecuacion de la recta tangente

y=2x+bhb
A=(1,1)
1=2(1)+b
1=2+0b
b=2-1
b=1
y=2x +1

Fuente: Estudiante del curso de Célculo Diferencial

Desde la ilustracidn 54, el estudiante construye elementos algebraicos que pertenecen a la
ecuacion de la recta tangente, y al lograr esta construccion el estudiante a través de elementos

estructurales formaliza de manera gréfica la derivada de una funcién (PD).

Con la implementacion de la guia se logro identificar cinco elementos matematicos que los
estudiantes utilizaron como herramientas fundamentales para entender el concepto de
derivada a través del transito que estos elementos articuladores permitian. En este analisis es
interesante como las actividades construidas desde un punto de vista epistemoldgico de la
derivada brindan maneras en coémo se puede construir y comprender un objeto matematico

sustentando desde la teoria de la didactica de las matematicas.
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CAPITULO 5

5 CONCLUSIONES

En este capitulo estda comprendido la sintesis de los resultados significativos que se
obtuvieron al poner en préctica las acciones postuladas en cada uno de los objetivos
planteados en el trabajo de investigacion. De igual forma, se enuncian algunos conocimientos
encontrados al haber aplicado esta propuesta pedagdgica y en como atribuye esto en la

comprension profunda del objeto derivada a través de los articuladores emergentes.

5.1 Con relacion al objetivo especifico 1

En el proceso de estructuracién del concepto de derivada, es de valiosa importancia el analisis
en los libros de texto, puesto que no solo brindan la estructura teméatica de como se debe
ensefiar un elemento matematico, sino que desde un enfoque epistemoldgico brinda
herramientas que utilizaron los matematicos para su comprensién, utilizando diferentes
nociones geométricas y algebraicas que pueden ser utilizadas en la actualidad para que el
estudiante construya el concepto y comprenda por qué y para qué aprender la importancia de
un concepto matematico. Ademas, desde el punto de vista didactico, se concluye que al
analizar el concepto de derivada desde su epistemologia, se establece una estructura temética
que favorece el reconocimiento de conceptos que utilizan los estudiantes en la manera en
cémo pueden visualizar las interacciones entre elementos de la geometria y el algebra, que
atribuyen a la comprension del concepto de derivada desde su construccién y al catalogarse
dentro de la teoria de los modos de pensamiento, se plantea el tema de la derivada desde una

nocion practica hacia una nocion tedrica de como pensar este objeto matematico.

5.2 Con relacion al objetivo especifico 2

En el modelamiento de las actividades fue de gran valor a la investigacion optar por
construirlas a partir de elementos encontrados dentro de los analisis bibliograficos,
clasificandolos dentro de la teoria de los modos de pensamiento y que estos mismos

contribuyeron a que los estudiantes puedan comprender su solucion desde cualquier modo
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de pensamiento y a la vez poder transitar entre ellos. Ademés, se comprobd que las
actividades garantizan que los estudiantes lograran identificar elementos algebraicos en las
representaciones graficas en la construccion del concepto de derivada y a su vez utilizar
propiedades de otros elementos matematicos para establecer la estructura del concepto de
derivada y comprender que esta propiedad se aplica a este objeto como por ejemplo lo es
considerar a la derivada como una transformacion lineal. En este sentido, el disefio de la guia
se enfoca en emerger conceptos algebraicos y geometricos que articulan el modo de ver y
entender objetos matematicos, brindando herramientas didacticas que pueden ser

consideradas dentro del curriculo para la ensefianza del calculo diferencial.

5.3 Con relacion al objetivo especifico 3

Dentro de las acciones hechas en la validacidn, en la configuracion de la guia en su estructura
temaética, cambid en el sentido en que las actividades al catalogarse dentro de un modo de
pensamiento, no necesariamente su solucién se enfoca en ese modo, sino que, se plantea para
que el estudiante la visualice desde varias formas de entender el concepto. De tal modo, todos
los aspectos que se tuvieron en cuenta en la creacién de la guia se basaron en argumento
sustentados desde algunos autores, donde se inicié en un anélisis epistemoldgico del objeto
derivada categorizando cada elemento encontrado en este analisis dentro de la teoria de los
modos de pensamiento. Ademas, se evidencio que desde una mirada didactica su estructura
se fundamenta en el estudio del disefio curricular y de libros de textos en los que se utilizan
como referentes bibliograficos para el curso de Célculo Diferencial de la Licenciatura en
Matematicas. De lo mencionado, fueron los elementos que se usaron en la creacion de la guia
y al tener ya una validacidn por juicios de expertos, se obtiene una congruencia acerca de lo
que se propuso en el trabajo, y es hacer que los estudiantes emerjan objetos matematicos para
relacionar los distintos modos de pensar un elemento matematico al aplicarles la guia ya

ratificada.

5.4 Con relacion al objetivo general
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En esta investigacion lo que se logré a través de los anélisis epistemoldgicos y didacticos fue
clasificar elementos matematicos que surgieron a través de la aplicacion de una guia didactica
validada a estudiantes de la Licenciatura en Matematicas del curso de Célculo Diferencial.
En el analisis de las soluciones propuestas por los estudiantes se evidenciaron las
caracteristicas de cinco de estos elementos matematicos llamados articuladores. Por tanto, se
concluye que en el ambito de la didactica de las matematicas es de valiosa importancia
conocer las distintas formas de entender un objeto matematico y mas adn identificar estos
articuladores, que como se evidencia en la investigacion, permiten relacionar estos modos de
pensar ya que son los responsables de que generar en el estudiante una comprensién profunda
de la derivada, es decir desde los modos de pensamiento, mostrar el objeto derivada desde su

practicidad y a partir de esto construir su definicion teorica.

Para concluir, dentro de la caracterizacion de los articuladores emergentes de las soluciones
hechas por los estudiantes, se logré que los alumnos transitaran entre los tres modos de
pensamiento, es decir, alcanzaron un nivel superior de abstraccidn del concepto de derivada.
Otros estudiantes, aunque no lograron dicha comprension consiguieron entender la derivada

mediante la relacion entre dos modos AO y GGC, AO y AE.

A partir de esto, un impacto de la investigacion es proponer una reformulacion metodolégica
en la forma de presentar los conocimientos y gestionarlos, para lograr niveles de abstraccion
altos en donde el concepto de derivada Pueda ser construido a partir de los distintos modos
haciendo uso de conceptos previos logrados a través de la historia. Esta consideracion dara
herramientas didacticas y metodoldgicas a los profesores que orienten el curso de célculo
diferencial para para que lleven a cabo procesos de formacion que permita en los profesores

adquirir los conocimientos disciplinares propios de la ensefianza de las matematicas.
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CAPITULO6

6 ANEXOS

CATEGORIA EPISTEMOLOGICA

Fuentes Modo Geométrico Gréfico Convergente
Representacion geométrica
_Vertical (no pendiente)
Familia de
rectas secantes
Libro:
“Calculo”
Vol. 1
Afo: 1998 Horizontal
Autor:
7 m= -3
Tom. M. Apéstol
m= —1
m = —4
x X4+ h m indica la pendiente
FiGura 4.4 Interpretacién geométrica del FiGura 4.5 Rectas de pendiente distinta.
cociente de diferencia como tangente de
un dngulo.

Visualizacion matematicas
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Sea f una funcién que tiene derivada en x, por lo que el cociente de dife-
rencias tiende a cierto lfmite f/(x) cuando h tiende a 0. En la interpretacidn
geométrica, al tender h a cero, el punto P permanece fijo pero Q se mueve hacja
P a lo largo de la curva y la recta PQ se mueve cambiando su direccién de
manera que la tangente del dngulo o tiende al limite f’(x). Por esta razén ph-
rece natural tomar como pendiente de una curva en el punto P el nimero f/(x).
La recta por P que tiene esta pendiente se denomina la tangente a la curva en

Modo Analitico Operacional

Definicién de manera tedrica
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4.3 Derivada de una funcién

El ejemplo expuesto en la Seccién anterior sefiala el camino para intro-
ducir el concepto de derivada. Sea f una funcién definida por lo menos, en un
intervalo abierto (a, b) del eje x. Se elige un punto x en este intervalo y se forma
el cociente de diferencias

Variacion media

donde el niimero h puede ser positivo 0 negativo (pero no cero), y tal que x + &
bertenezca también a (g, b). El numerador de este cociente mide la variacién
de la funcién cuando x varia de x a x + h. El cociente representa la variacién
nedia_de f en el intervalo que une x a x + h.

Seguidamente se hace tender h a cero y se estudia lo que le ocurre a ese co-
ciente. Si tiende hacia un cierto valor como limite (y serd el mismo, tanto si A
tiende a cero con valores positivos como negativos), entonces ese limite se deno-
mina derivada de f en x y se indica por el simbolo f'(x) (se lee «f prima de x»).
Con lo que la definicién formal de f’(x) puede establecerse del siguiente modo:

Interpretacion de la definicidn a traves de ecuaciones

Operador

/v( Variacion
T

Modo Analitico Estructural

Teoremas a priori
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3.4 Teoremas fundamentales sobre limites. Otros ejemplos de funciones continuas

El célculo con limites puede simplificarse con frecuencia con el teorema si-
guiente que proporciona unas reglas bdsicas para operar con limites.

TEOREMA 3.1. Sean f y g dos funciones tales que

lim f(x) = 4, limg(x) = B.
X—p x—+p

Se tiene entonces

(@) lim[f(x) + gx)]=A4+ B,

+p

(i) lim [f(x) — g(x)] =4 — B,

x—+p

(i) limf(x)-g(x)=A4-B,

x=>p

(iv) limf(x)/g(x) = A/B si B#0.

TP

TEOREMA 3.2. Sean f y g dos funciones continuas en un punto p. La suma
| + g la diferencia f — g, y el producto f-g son también continuas en p. Si
g(p) = 0, también el cociente f/g es continua.
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3.19 Teoremas del valor medio para funciones continuas

En la Seccién 2.16 se definié el valor promedio A(f) de una funcién f so
un intervalo [a, b] como el cociente (° f(x)dx/(6— a). Cuando f es contin
podemos demostrar que este valor promedio es igual al valor de f en un cit
punto de [a, b].

TEOREMA 3.15. TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES. Si f
continua en [a, b], para un cierto ¢ de [a,b] tenemos

_[:f(x) dx = f(c)(b — a).

5.18 Teorema de integrabilidad para funciones continuas

El teorema de la continuidad uniforme puede utilizarse para demostrar q
una funcién continua en [a, b] es integrable en [a, b].

TEOREMA 3.14. INTEGRABILIDAD DE FUNCIONES CONTINUAS. Si una funci
| es continua en todos los puntos de un intervalo cerrado [a, b], es integrable

[a, b].
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3.17 Teorema de la continuidad uniforme

Sea f una funcidn de valores reales y continua en un intervalo cerrado [a, b]
y sean M(f) y m(f) los valores maximo y minimo respectivamente de f en [a, b].
A la diferencia

M(f) — m(f)

la llamaremos oscilacién de | en el intervalo [a, b]. Se podria utilizar la palabra
extension, en lugar de oscilacion, ya que esta palabra tiene el inconveniente de
sugerir funciones ondulantes. En textos antiguos se emplea saltus, equivalente la-
tino de brinco o salto; pero nosotros conservaremos el nombre de oscilacién, por
ser su uso muy generalizado. Observemos que la oscilacién de f en cualquier
subintervalo de [a, b] no puede superar la de f en [a, b].

Demostraremos seguidamente que el intervalo [a, b] puede subdividirse de
modo que la oscilacién de f en cada subintervalo sea tan pequefia como se se
quiera. Esta propiedad, en forma precisa, es la que da el siguiente teorema, que
equivale al que ordinariamente se denomina teorema de la continuidad uniforme.

TEOREMA 3.13. Sea f continua en un intervalo cerrado [a, b]. Para todo
€ > 0 existe una particién de [a,b], en un nimero finito de subintervalos, tal
que la oscilacidn de f en todo subintervalo es menor que e.

Teoremas a posteriori
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TEOREMA 4.1. Sean f y g dos funciones definidas en un intervalo comun.
En cada punto en que | y g tienen derivadas, también las tienen la suma f + g,
la diferencia { — g, el producto {+g y el cociente f/g. (Para f/g hay que afiadir
también que g ha de ser distinta de cero en el punto considerado). Las derivadas
de estas funciones estan dadas por las siguientes formulas:

0O+ =/+¢,
(i) (f-g' =f"-¢,
(i) (f-=f¢+¢g [,

(iv) (i) = EL:zf__S_ en puntos x donde g(x)7 0.
8 4

TEOREMA 4.2. REGLA DE LA CADENA. Sea f la funcién compuesta de dos
funciones u y v, f = uev. Si existen las derivadas v'(x) y v'(y) donde y = v(x),
la derivada f'(x) también existe y estd dada por la férmula:

(4.11) [0 = () v'(x).
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 TEOREMA 4.3. ANULACION DE LA DERIVADA EN UN EXTREMO INTERIOR. Sed
f definida en un intervalo abierto I, y supongamos que f tiene un mdximo relativo

Aplicaciones de la derivacién a la determinacion de extremos de funciones 223

0 un minimo relativo en un punto c interior a 1. Si la derivada f'(c) existe, es
flcy = 0.
Demostracién. Definamos en / una funcién Q como sigue:

x) — f(¢) . : )
0w =M= s o0 =r0.
TEOREMA 4.4. TEOREMA DE ROLLE. Sea f una funcion continua en todos
los puntos de un intervalo cerrado [a, b] y derivable en cada punto del intervalo

abierto (a, b). Supongamos también que

fla) = {(b)

Existe entonces por lo menos un punto c¢ en el intervalo abierto (a, b) tal que

fley=0.

TEOREMA 4.5, TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA DERIVADAS. Si f es una
funcién continua en todo un intervalo cerrado [a, b] que tiene derivada en cada
punto del intervalo abierto (a, b), existe por lo menos un punto ¢ interior a (a, b)
para el que

(4.25) J&) = fla) = f(e)b — a).
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TEOREMA 4.6. FORMULA DEL VALOR MEDIO DE CAUCHY. Sean [ y g dos
funciones continuas en un intervalo cerrado [a, b] y que admitan derivadas en
todo el intervalo abierto (a, b). Entonces, para un cierto c de (a, b), tenemos

f©lgb) — g@)] = g'(Olf(b) - f@)].

TEOREMA 4.7. Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a, bl y
que admite derivada en cada punto de un intervalo abierto (a, b). Tenemos en-
tonces:

a) Si f'(x) > O para todo x de (a, b), | es estrictamente creciente en [a,b].
b) Si f(x) < 0 para todo x de (a, b), f es estrictamente decreciente en [a, b].
¢) Si f(x) = 0 para todo x de (a, b), f es constante en [a, b].

TEOREMA 4.9. CRITERIO DE LA DERIVADA SEGUNDA PARA EXTREMOS EN UN
PUNTO CRITICO. Sea ¢ um punto critico de | en un intervalo abierto (a, b); esto
es, supongamos a < ¢ < b y que f'(c) = 0. Supongamos también que exista la
derivada segunda {” en (a, b). Tenemos entonces:

a) Si {” es negativa en (a, b), { tiene un mdximo relativo en c.

b) Si f es positiva en (a, b) } tiene un minimo relativo en c.

TEOREMA 4.10. CRITERIO DE LA DERIVADA PARA LA CONVEXIDAD. Supon-
gamos | continua en [a, bl y que tenga derivada en el intervalo abierto (a, b).
Si ' es creciente en (a, b) entonces | es convexa en [a, b). En particular, | es con-
vexa si " existe y es no negativa en (a, b).
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CATEGORIA EPISTEMOLOGICA

Fuentes Modo Geométrico Gréafico Convergente
Representacion geométrica
s

(a + h, fla @
\‘.’@
?f{a fla)

Libro:

“Calculo infinitesimal”

Afio: 1996

Autor:

Michael Spivak

Visualizacion matematicas

Una manera més prometedora de abordar la definicién de tangente podria
ser empezando con «secantes» y utilizando la notacién de limites. Si A0, en-
tonces los dos puntos distintos (a, f(a)) y (a + h, fla + h)) determinan, como en
la figura 6, una recta cuya pendiente es

Pendiente

/ de la recta tangente
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Modo Analitico Operacional

Definicion de manera teérica

El primer comentario a nuestra definicion es en realidad un afadido; defini-
mos la tangente a la grifica de f en (a, f(a)) como la recta que pasa por (a, fla))

y tiene por pendiente f(a). Esto quiere decir que la tangente en (a, f(a)) sélo dstd
definida si f es derivable en a.

El segundo comentario se refiere a la notacién. El simbolo f(a) recuerda cier-
tamente la notacion funcional. En efecto, para cualquier funcién f designamos

por f" a la funcion cuyo dominio es el conjunto de todos los niimeros a tales que f
es derivable en a, y cuyo valor para tal nimero a es

Interpretacion de la definicion a traves de ecuaciones

i fle+ k) — fla),

h—0 h

Modo Analitico Estructural

Teoremas a priori
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DEFINICION

La funci6n f es uniformemente continua en un intervalo 4 si para todo €> 0 existe al-
gin 8 > 0 tal que, para cualquier x ¢ y de 4 se cumple

si|x - 1 < 8, entonces |Rx) - Y} <E.

TEOREMA 1

Si f es continua en [a, b], entonces f es uniformemente continua en [a, b).

Teorema a posteriori

121



TEOREMA 1

Si f es derivable en a, entonces f es continua en a.
TEOREMA 1

Si f es una funcién constante, f(x) = ¢, entonces
f(a)=0 para todos los numeros a.
TEOREMA 2

Si f es la funcién identidad, f(x) = x, entonces

f(a) =1 para todos los nimeros a.

TEOREMA 3

Si f y ¢ son derivables en a, entonces f + g es también derivable en a, y

(f +8)'(a) = f(a) +£'(a)

TEOREMA 4

Si f y g son derivables en 4, entonces f-¢ es también derivable en a, y

(f-8)'(@) = f(a) - gla) + f(a) - &'(a).
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TEOREMA 5§

Si g(x) = cf(x) y f es derivable én a, entonces g es derivable en a, y

230 Derivadas e integrales
g'(a) = ¢ f'(a).
TEOREMA 6
Si f(x) = x* para algin nimero natural n, entonces
f(a) = na*~* para todo a.
TEOREMA 7

Si g es derivable en a, y g(a) 7= 0, entonces 1/¢ es derivable en a, y

GO
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TEOREMA 8

Si f y g son derivables en a y g(a) = 0, entonces f/g es derivable en a y

Derivacién

Y (\ _ &) - f(a) — fa) " &'(a)
(9 (a) =

le(@]

TEOREMA 9
(REGLA DE LA CADENA)

Si g es derivable en «, y f es derivable en g(q), entonces fv g es derivable en a, ¥

242 Derivadas e integrales

(fo8)(a) = f'(ga)) - g'(a).
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TEOREMA 1

Sea f una funcién definida sobre (a, b). Si x es un mdximo (o un minimo) para f
sobre (g, b), y f es derivable en x, entonces f(x) = 0. (Obsérvese que no supone-
mos la derivabilidad, ni siquiera la continuidad, de f en otros puntos.)

TEOREMA 2

Si f estd definida sobre (a, b) y tiene un maximo (o minimo) local en x, y f es
derivable en x, entonces f(x) = 0.
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CATEGORIA EPISTEMOLOGICA

Fuentes Modo Geométrico Gréafico Convergente

Representacion geométrica

Funcién

Libro:
“Caélculo de una
variable.

Trascendentes
tempranas”

Sexta edicion

Afio: 2008

Autor:
James Stewart

FIGURA 1|

Punto de

la recta tangente

Familia de

rectas secantes

Visualizacion matematicas

[T] DEFINICION La recta tangente a la curva y = fix) en el punto Pla, f(a)) es la
recta que pasa por P con pendiente

. [l = fla)
m = lim ———

a X—a

cuando el limite existe.
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Modo Analitico Operacional

Definicion de manera teérica

DERIVADAS

Ha visto que surge la misma clase de limite en la busqueda de la pendiente de una linea
tangente (ecuacion 2) o la velocidad de un objeto (ecuacidn 3). En realidad, los limites de
la forma

surgen cuando calcula una razén de cambio en cualquiera de las ciencias o en ingenieria,
tal como la velocidad de reaccién en quimica o un costo marginal en economia. Ya que
esta clase de limite sucede, muy seguido, se proporciona un nombre y notacion especial.

Interpretacion de la definicion a traves de ecuaciones

[4] DEFINICION La derivada de una funcién f en un niimero a, se indica
mediante f'(a), es

v v . fla+ h) — fla)
flla) = lim p
si este limite existe.

Modo Analitico Estructural

Teoremas a priori
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. o . Ay fla) = fla)
[6] razon de cambio instantdnea = lim — = lim Jx) = flx)
Ax—D L'LI I3—+0, X2 — X

Reconocer este limite como la derivada f'(xi).
Sabe que una interpretacion de la derivada f'(a) es como la pendiente de la tangente a
la curva ¥y = f(x) cuando x = a. Ahora tiene una segunda interpretacion:

[3] DEFINICION Una funcién f es derivable en a si f'(a) existe. Es derivable en
un intervalo abierto (a, b) [o (a, ) o (—%, a) o (—o, )] si es derivable en todo
numero del intervalo.

[4] TEOREMA Si fes derivable en a, entonces f es continua en a.

Teoremas a posteriori
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DERIVADAS SUPERIORES

51 f es una funcién derivable, entonces su derivada f' también es una funcidn, asi, f* puede
tener una derivada de si misma, sefialada por (')’ = f". Esta nueva funcion " se denomi-
na segunda derivada de f porque es la derivada de la derivada de f. Utilizando la notacion
de Leibniz, se escribe la segunda derivada de v = f(x) como

4 ()
d \dx /|  dx?

La tercera derivada " es la derivada de la segunda derivada: f™ = (f")’. De este mo
do, f"(x) se puede interpretar como la pendiente de la curva y = f"(x) o como la relacio
de cambio de f"(x). Si y = f(x), entonces, las notaciones alternativas para la tercera deri

vada son
Mr o e _ d d?.‘l'l ) o dj.v
Y= =g (.ir{ T Al

El proceso puede continuar. La cuarta derivada f*" usualmente se sefiala mediante . Ei
general, la n-esima derivada de f se sefiala mediante f'™ y se obtiene de f derivando
veces. S1 y = f(x), escriba

d"y
m) _ plmdy 3
v ="x) T
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DERIVADA DE UNA FUNCION CONSTANTE

d

EEC]ZU

REGLA DE LA POTENCIA 5in es un entero positivo, en consecuencia
d

— (x") =nx

dx

a1

REGLA DEL MULTIPLO CONSTANTE Si ¢ es una constante y f es una funcién derivable,
entonces

d d
o [cf(x)] =¢ Ef (x)

REGLA DE LA SUMA 5i f vy g son derivables, entonces

L) + gl0] = ) + - g0

DEFINICION DEL NUMERO e

e es el nimero tal que
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REGLA DEL PRODUCTO Sitanto f como g son derivables, en tal caso

d d d
== [£(g(9] = £() == [9(x)] + o) = [£ (0]

REGLA DEL COCIENTE S5i tanto [ como g son diferenciables, entonces

d d
o [fm } 90 L] () - [g)
de | g(x) | [g(x)]?

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

d
o (sen x) = cos x o (csc x) = —cscx cot x
iI[n::cls, x) = —sen x — (sec x) = sec x tan x
dx ' ex '

d d i
o (tan x) = sec’x o {cot x) = —ese’x
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REGLA DE LA CADEMA Si g es derivable en x y f en g(x). entonces la funcidn
compuesta F = f = g definida mediante F(x) = f(g(x)), en derivable x y F’ estd
dada por el producto

F'(x) = f(g(x) - g'(x)

En la notacién de Leibniz, si tanto y = f(u) como 1 = g(x) son funciones diferen-
ciables, por lo tanto

dy dy du

dx  du dv

7’gCATEGORIA EPISTEMOLOGICA

CATEGORIA DIDACTICA

Fuentes

PLANEACION
(Ensefianza)
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Libro:

“Calculo de una
variable.
Trascendentes
tempranas”
Sexta edicion
Afo: 2008

Autor:
James Stewart

ﬂ 2.7 | DERIVADASY RAZONES DE CAMBIO

El problema de encontrar la recta tangente a una curva y el problema de encontrar la veloci-
dad de un objeto, involucran encontrar el mismo tipo de limite, como se vio en la seccion
2.1. Esta clase especial de limite se denomina derivada v puede ser interpretada como una
razon de cambio en cualquiera de las ciencias o ingenieria.

TANGENTES

Si una curva C tiene la ecuacién y = flx) vy quiere hallar la tangente a C en el punto P{a. fl(a)).
entonces considere un punto cercano Q(x., f(x)), donde x # a, y calcule la pendiente de la linea
secante P(O:

_ f&x) - fla)

iy
e x —da

En seguida, acerque @ a P a lo largo de la curva C, haciendo que x tienda a a. 51 mpg
tiende a un nimero m, entonces defina la tangente f como la recta que pasa por P con

Y DERIVADAS

pendiente m. (Esto equivale a decir que la recta tangente es la posicion limite de la recta se-
cante PQ cuando  tiende a P. Véase la figura 1.)

CONTENIDO
(Aprendizaje)
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Libro:
“Calcul
o”

Vol. 1
Afo:
1998

Autor:
Tom. M.
Apostol

'Aunque"la derivada se introdujo inicialmente para el estudio del problema
de la tangente, pronto se vio que proporcionaba también un instrumento para
el calculo de velocidades y, en general para el estudio de la varigcidn de una
funcién. En ¢l apartado siguiente se considerard un problema particular que se
refiere al cdleulo de una velocidad. La solucién de este problema contiene todas
las caracteristicas esenciales del concepto de derivada, y su andlisis conduce a la
definicién general que se da en el apartado 4.3.
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4.1

4.3
4.4
4.3
4.6
4.7
4.8

" 4.10
4.11

412
4.13

4.14
4.15
4.16

4.17
4.18
4.19
4.20
4.21

*4.23

Introduccidn histérica

Un problema relativo a velocidad

Derivada de una funcién

Ejemplos de derivadas

Algebra de las derivadas

Ejercicios

Interpretacién geométrica de la derivada como una pendient:
Otras notaciones para las derivadas

Ejercicios

Regla de la cadena para la derivacidn de funciones compuesti
Aplicaciones de la regla de la cadena. Coeficientes de vari
ligados v derivacion implicita

Ejercicios

Aplicaciones de la derivacidn a la determinacidn de los extr
de las funciones

Teorema del valor medio para derivadas

Ejercicios

Aplicaciones  del  teorema del wvalor medic a propie
geomeétricas de las funciones

Criterio de la derivada scgunda para los extremos

Trazado de curvas

Ejercicios

Ejemplos resucltos de problemas de extremos

Ejercicios

fndice analitice

#4.22 Derivadas parciales
Ejercicios

Con las férmulas de derivacién dadas hasta ahora, se pueden calcular ¢
das de funciones f para las cuales f(x) es una suma finita de productos o coc
de constantes multiplicadas por sen x, cos x, y x” (r racional). Sin embargo,
ahora no se ha tratado de funciones tales como f(x) = sen (x*), cuyas deriva
caleulan a partir de la misma definicién. En esta Seccifn presentaremos un
ma, llamado regla de la cadena, que nos permitird derivar funciones tales
flx) = sen (x*). De este modo aumentard considerablemente el nimero d
ciones que podremos derivar,

CATEGORIA DIDACTICA
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Fuentes PLANEACION
(Ensefianza)

DERIVACION

21. Introduccién. En este capitulo vamos a investigar c¢émo varia
el valor de una funeién al variar la variable independiente. EIl proble—

. !_ibro: ma fundamental del Cdleculo diferencial es el de establecer con toda
diﬁ?ﬁ?m precision una medida de esta variacién. La investigacién de problemas
i i

de esta indole , problemas que trataban de magnitudes que variaban de

e integral” . ; 2 T £
& una manera continua , llevé a Newton * al descubrimiento de los prin—

Afio 2009 cipios fundamentales del Cdlculo infinitesimal , el instrumento cientifico
Autc;r: més poderoso del matemditico moderno .
Percey F.
Smith
CONTENIDO
(Aprendizaje)
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Derivacion

Introduccion, 25. Incrementos, 25. Comparacion de incrementos 26.
Derivada de una funcion de una variable, 27. Simbolos para representar las
derivadas, 28, Funciones derivables, 30. Regla general para la derivacion, 30.
Interpretacion geometrica de la derivada, 32.

CAPITULO 1V
Reglas para derivar funciones algebraicas
Importancia de la regia general, 36. Derivada de una constante, 37. Deri-

vada de una variable con respecto a si misma, 38. Derivada de una suma, 38.
Derivada del producto de una constante por una funcién, 39.  Derivada del

29. Importancia de la regla gemeral. La regla general p:
derivacion, dada en el Artfeulo 27, es fundamental, puesto que
deduce directamente de la definicién de derivada, y es muy imp
tante que el lector se familiarice completamente con ella. Sin embarg
el procedimiento de aplicar la regla en la resolucién de problemas
largo o dificil ; por consiguiente , se han deducido de la regla gener
a fin de facilitar la tarea , reglas especiales para derivar ciertas forn
normales que se presentan con frecuencia.

Es eémodo expresar estas reglas especiales por medio de fdrmul:
de las cuales se da a continuacién una lista. Il lector no silo de
aprender de memoria cada férmula cuando se ha deducido , sino la
bién poder enunciar en palabras la regla correspondiente .

En estas férmulas u, », w representan funeiones derivables de
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Libro:
“Calculo
infinitesimal”
Afo: 1996

Autor:
Michael Spivak

La derivada de una funcion es el primero de los dos conceptos fundamentales de
esta seccion. Junto con la integral constituye la fuente de la cual deriva el cédlculo
su aroma particular. Si bien es verdad que el concepto de funcion es fundamental,
que no se puede hacer nada sin limites o continuidad, y que las cotas superiores
minimas son esenciales, todo lo que hemos hecho hasta ahora ha sido una prepa-
racion —si ha sido adecuada, esta seccion sera mds facil que las anteriores— para
las ideas verdaderamente luminosas que van a venir, los penetrantes conceptos
que son verdaderamente caracteristicos del cilculo infinitesimal.

Quiz4 (algunos dirian «ciertamente») el interés de las ideas a introducir en
esta seccion procede de la conexidn intima entre los conceptos matemdticos y
ciertas ideas fisicas. Muchas definiciones, e incluso algunos teoremas, pueden des-
cribirse en términos de problemas fisicos a menudo de manera reveladora. De
hecho, las necesidades de los fisicos constituyeron la inspiracién original para
estas ideas fundamentales del cdlculo, y frecuentemente mencionaremos las inter-
pretaciones fisicas. Pero siempre definiremos primero las ideas en forma matema-
tica precisa y discutiremos su significado en términos de problemas matemadticos.

CONTENIDO
(Aprendizaje)
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Derivadas e integrales
9 Derivadas 197
10 Derivacion 227
11 Significado de la derivada 255
Apéndice. Convexidad y Concavidad 302
12 Funciones inversas 317
Apéndice. Representacion paramétrica de curvas 336

El proceso de hallar la derivada de una funcién recibe el nombre de derivacion.
El lector puede haber recibido la impresion, a través del capitulo anterior, de que
este proceso es por lo general laborioso, que exige recurrir a la definicién de la
derivada, y que depende de saber hallar algiin limite. Bien es verdad que muchas
veces un tal procedimiento es el unico posible; si se olvida la definiciéon de deri-
vada se estd muy expuesto a perderse. Sin embargo, en este capitulo aprenderemos
a derivar un gran niimero de funciones, sin necesidad de recordar siquiera la defi-
nicién. Unos pocos teoremas nos ofrecerin un proceso mecénico para derivar una
clase muy amplia de funciones, formadas a partir de unas pocas funciones simples
mediante el proceso de suma, multiplicacién, divisién y composicién. Esta des-
cripcién deberia sugerir cudles son los teoremas que se habrin de demostrar.
Hallaremos primero la derivada de unas cuantas funciones simples, y después
demostraremos teoremas acerca de la suma, producto, cociente y composicién de
funciones derivables. El primer teorema constituye simplemente un reconocimiento
formal de un célculo llevado a cabo en el capitulo anterior.
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Encuesta

Universidad Surcolombiana
Maestria en educacion
Area de profundizacion: Docencia e investigacion universitaria

La siguiente encuesta tiene como propoésito indagar sobre la metodologia usada al

ensefiar ciertos conceptos del calculo diferencial y que tipo de representaciones utiliza (GGC,

AE, AO), Teniendo en cuenta la siguiente informacion:

Caodigo Significado
GGC El tema es ensefiado desde la representacién geométrica del
mismo
El tema es ensefiado desde su desarrollo procedimental, usando
AE los operadores (representaciones simbolicas de la derivada como lo son
d ., .
ot ) propios del tema.
AO El tema es ensefiado desde sus propiedades y su caracterizacion
desde axiomas

El objetivo es marcar con una x las opciones que usted considere que usa en la

metodologia aplicada para la ensefianza de los temas enunciados a continuacion y explicar

brevemente su eleccion:

Tema

Método usado

GGC

AE

AO

Otra

limites.

Limite de funciones,
algebra de limites y célculo de

Explicacion

Limites
Limites infinitos

al infinito.
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Explicacion

Limites al infinito.
Limites finitos

Explicacion
Continuidad de
funciones
Explicacion
La derivada,

interpretacion  geométrica 'y
fisica. Célculo de derivadas de
funciones especiales usando la
definicion.

Explicacion
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Algebra de derivadas
(reglas de derivacion), y Regla
de la cadena.

Explicacion

Derivada de funciones
trigonométricas, exponencial y
logaritmica. Derivacion
implicita.

Explicacion

Derivadas  de las
funciones trigonomeétricas,
exponencial y logaritmica

Explicacion

Teoremas de Rolle y del
valor medio.

Explicacion
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Aproximaciones
lineales y método Newton.
Valores maximos y minimos.

Explicacion

Trazado de curvas:
primera y segunda derivada

Explicacion

Aplicaciones de la
derivada.

Explicacion
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GUIA PROPUESTA
Seccion 1: Familia de rectas secantes aproximandose a una tangente

En estas dos secciones (1 y 2) se tendran en cuenta aspectos esenciales en la construccion de
funciones y rectas asociadas a su analisis. A través del concepto de pendiente se relacionan
los conceptos de rectas secante y tangente. Se inicia la idea de transformacién de rectas

secantes hacia la tangente con el uso de la tasa de variacién media.

Para iniciar es necesario recordar algunos elementos geométricos béasicos que son
componentes que ayudan a construir los objetos matematicos que se van a estudiar, por ende,
el profesor debe empezar con coordenadas cartesianas y como se localiza un punto en un

espacio, como, por ejemplo:

Si dado el punto (7,8) al localizarlo en el plano cartesiano se hace de la siguiente manera

Podemos notar que el valor 7 se localiza con relacion al eje horizontal (Ilamado eje de las x
u ordenadas) y el 8 siempre se localiza con relacion al eje vertical (llamado eje de las y o
abscisas).
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Para la préactica lo estudiantes deben resolver lo siguiente
v Con ayuda de un plano cartesiano ubicar los siguientes puntos:
(8,9); (6,10); (7,7); (10,3); (0,7)

Ahora que los estudiantes recuerdan la ubicacién de un punto en el plano, el profesor seguira
con la recta definida por dos puntos que se considera la linea no curva que pasa por dos

puntos, por ejemplo, se tiene la siguiente recta

La recta esta definida por los puntos:

A=(798)

B = (3,5)

Definido esto, ahora el docente procede a reconocer la recta desde lo analitico como una

funcién polinémica de primer grado y tiene la siguiente forma

y=mx+b
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Donde

Por ejemplo

Graficando la recta

m = pendiente

b = intercepto con el eje y

y=2x-1

La pendiente de esta rectaes m = 2 y el intercepto conel ejeyes b = —1

Las siguientes actividades el docente debe postular para la practica del concepto de recta:

Usando Cabri Express o GeoGebra las siguientes funciones, dibujar dos puntos que

pertenezcan a la funcion e identificar la pendiente y el intercepto con el eje y

vV y=3x+4

v of(x) =2x
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vV y=5x—4

Ahora el docente ha de considerar la formula para hallar la pendiente de una recta y ademés
considerarla como una medida de la inclinacion de una recta cuando se hay dos pares de

coordenadas. Dicha medida se puede hallar usando la siguiente férmula

V2o—M1
X2 — X7

m =

También se puede establecer como

y—y1=m(x —xq)

Ejemplo:

Tomando los puntos A = (7,8) y B = (3,5) para encontrar la recta que pasa por estos dos

puntos se tiene que

A= (x1,y1)yB = (x3,9,)

Por tanto, se tendria que

x, =7
y1 =38
X, =3
Y2 =5
Con esto se halla la pendiente
5-8 .
m= 3=7 (Reemplazando los valores en la ecuacion)
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Se tiene que la ecuacion de la recta es

=3 +b
y=73%

Para hallar el intercepto con el eje y solo se necesita cualquiera de los dos puntos definidos

y reemplazar en la ecuacion de la recta,
Si tomamos el punto B = (3,5)

Reemplazandox =3, y =5

3
5=—-B)+b»b
HOK
5 9—b
7=
b_11
4
La ecuacion de la recta es
_3 . u
Y=3*Ty

Para la practicidad de este tema el docente postula lo siguiente: Encontrar la ecuacion de la

recta que pasa por los puntos

aA=(45)y B=(-89)

b.c =(2,3) yD=(05)
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CE=(78)yF=(7)

Desde los elementos vistos el docente construye la idea de recta secante definiéndola como
dicha recta que corte a una curva en 2 puntos. Ejemplificando esto, para la construccién de

secantes se tiene en cuenta la funcion que defina la curva como lo es

Para graficar una recta secante a esta curva, se toman dos puntos que pertenecen a dicha curva

six=1
y=(1)?2=1
El punto (1,1) pertenece a la curva.
Otro punto
six =3
y=03)?%=9
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El punto (3,9) pertenece a la curva. Graficando los puntos

[ 2¥
1

La recta de color negro se le conoce como recta secante.

Se postulan las siguientes actividades para que los estudiantes grafiquen rectas secantes:
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A partir de las siguientes funciones dibujar una recta secante eligiendo dos puntos cualquieras

que pertenezcan a estas:
v o f(x)=2x*+1
vV oy=x3-2
v y = 7x2
Ahora a partir de la construccion de las rectas secantes, el docente la toma como herramienta

fundamental en la construccion de recta tangente teniendo en cuenta la siguiente actividad.

Tenemos la gréafica de f(x) = x? + 1, ahora dado dos puntos 4 = (1,2) y b = (3,10),

grafiquemos la recta secante a estos dos puntos

) 4

por
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Ahora vamos a trazar una familia de rectas secantes para analizar que ocurre cuando el punto

B se acerca al punto A.

Trazando el punto ¢ = (2,5) y graficando la recta secante que pasa por los puntos Ay C

i} -4

Observemos que el valor de su pendiente es

Grafiquemos el punto D = (1.5,3.25)
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glbn [i

Tenemos que la pendiente es

325-2 125
Ms=95-1 05

2,5

Acercandonos mas con el punto E = (1.1, 2.21)
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Observemos que la pendiente que rige a la recta secante que pasa por Ay E

_221-2 o021 .
™=97-1"01 °“

Analicemos las pendientes de las rectas secantes dibujadas

Pendiente Valor
my 4
m, 3
mg 2,5
my 2,1

Miremos que cada vez que la recta secante que parte desde el punto B se acerca al punto A
las pendientes convergen al valor 2, con esto quiere decir que el valor limite cuando las
pendientes de las rectas secantes se aproximan a la pendiente de la recta tangente su valor es

de 2. Esto indica que lo elementos que componen a la recta tangente seria

m=2

A=(12)

La recta tangente tendria la forma

y=2x+b

2=2(1)+b
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La funcién de la recta tangente en este punto es

y = 2x

Ahora con ayuda del docente al socializar esta actividad, los estudiantes pueden construir la
definicion de recta tangente como la recta se llama tangente a una funcién en un punto cuando

toca a la funcién por ese punto.

Actividad Evaluativa 1
v' Teniendo la grafica de f(x) = x2 + 5, ahora dado dos puntos A = (1,6) y b =
(3,14), grafiquemos la recta secante a estos dos puntos
Seccidn 2: Tasa de variacién media

El docente considera lo visto en la primera seccion como temas necesarios para estudiar esta
seccidn, puesto que para iniciar el concepto de tasa de variacion media se relaciona la formula

para hallar la pendiente, con esto se entiende como tasa de variacion media como aquella que
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indica la variacion relativa de la funcidn respecto a la variable independiente, definida

analiticamente como

TVM
Xy —Xq

Ejemplo:
Si tenemos la funcion y = x% — x en el intervalo [1,4]

Graficando la recta secante

_fG) = f(y)

-2

Ahora se halla la imagen de los puntos x = 1,x = 4
Parax =1

y=(1)?-1

y=1-1=0

Parax =4

y=@®?-4
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y=16—4 =12
Se obtuvo los puntos

(1,0) y (4,12)

Se observa que la expresion para hallar la tasa de variacion media es igual a la pendiente de

la recta secante

-2

Por tanto, la tasa de variacion media es

12—0_12_4
4—-1 3

TVM =

Setienem =4
Para encontrar la ecuacion de la recta se tendria lo visto ya
El punto (1,0)

y=4x+b

14

159



0=4(1)+b
—4 =D
La recta secante es
y=4x—4

Visto la relacion que hay entre los elementos de la recta y la tasa de variacion media encontrar

la recta que determina la tasa de variacion media para las siguientes funciones:

v' Dada la funcién y = 3x3 en el intervalo [0,5]
v" Dada la funcién f(x) = x> — 5 enel intervalo [—3,1]
v' Dada la funcion y = v/x en el intervalo [4,16]

Actividad Evaluativa 2

v La velocidad de un auto esta ligada por la funcion y = x? — 1, usando la tasa
de variacién media en el intervalo [2,5] encontrar la pendiente de la recta tangente al
punto x = 4,5

Seccién 3: Continuidad

Para esta seccion el docente inicia postulando la siguiente actividad: Se quiere analizar la
trayectoria de un objeto desde que inicia su trayectoria hasta el punto x = 10. Si su
movimiento esta dado por la funcién f(x) = 3x? realizar la grafica que ayude con dicho

analisis.

La intencion de esta actividad es exponer el tema de Intervalos Cerrados para entenderlo
como un conjunto de numero reales que se encuentra comprendido entre dos puntos dados a
y b. Se denotan como a < x < b 0 [a, b]. Al igual como se analiza desde la grafica de
funciones, también se propone el tema de Funcidn continua en un intervalo y se entiende que

si una funcién es continua en un intervalo si cada punto que pertenece a la funcion y al
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intervalo tiene su correspondiente imagen. Por ejemplo, al graficar la funcién y = x2 + 1 en

el intervalo [1,4]

Observemos que la curva que define a la funcion no se corta en ningln punto que pertenece

al intervalo, con esto podemos asegurar que la funcién es continua en el intervalo [1,4]
Para la practica de los estudiantes el docente ha de postular lo siguiente:
Graficar las siguientes funciones y definir si son continuas en el intervalo dado
af(x)=x* en0<x<4
b. f(x) = 2x3 en[0,4]

Ahora para la siguiente actividad evaluativa tener en cuenta lo aprendido hasta esta seccién

ACTIVIDAD EVALUATIVA 3

v Dibujar la grafica de la funcion cubica f(x) = x — x3 en el intervalo cerrado —2 <
x < 2. Hallar las constantes m y b de modo que la recta y = mx + b sea tangente a la grafica
de f enel punto (—1,0).

Seccion 4: Aplicacion de la variacion media

161



En esta seccidn para iniciar el docente postula la siguiente actividad y se explica paso a paso
su solucién con ayuda de los estudiantes.

ACTIVIDAD EVALUATIVA 4

. . 4
Si se tiene un globo en forma de esfera y se sabe que el volumen de este cuerpoes v = gnr?’,

tenemos que su volumen cambia en relacion con el radio. Responder
a. ¢ Cual es la variacién media del volumen cuando el radio pasa de 3cm a 3,5cm?
Para la solucion de este problema tenemos en cuenta que la funcion esta definida por la

expresion del volumen

4
f(r) = §7T7‘3

1801 @

160
150
140
130

120

of
10

Ahora desde la variacion media, la idea es encontrar la recta secante a un punto teniendo en

cuenta

Ay f(b) = f(@)
Ax b—a

Los puntosayb
a=3
b =3,5
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Donde

FO) = f35) = 57(35)°

= 179,59

4
fl@=f@® =3zn(3)?

=113,1
Por tanto, la variacion media est4 determinada por

Ay 179,59 —113,1 66,49

Ax 35—3 0,5
Ay
— =132,98
Ax

Lo que se encuentra es la pendiente de la recta secante que corta a la funcion en los puntos a

y b y dicha pendiente nos indica que la variacion del volumen para estos dos radios es de

132,98cm?
b. ¢(Cual es la razén de cambio del volumen cuando el radio es 3 cm?

Ahora debemos encontrar la pendiente de la recta que pasa por el punto x = 3, por tanto,
tomemaos un valor cercano como x = 3,1, ahora hallemos la variacion media (pendiente) para

dicha recta secante que pasa por esos dos puntos

Tenemos los puntos

4
fl@=fB)= §7T(3)3
=113,1

4
f) =B = §H(3,1)3

163



= 124,7882
La variacion media esta dada por

Ay 124,7882 —113,1 11,6882
Ax 3,1—3 01

= 116,82
Tomemos para x = 3,01
4
f(3,01) = gn(3,01)3 = 114,2320

La variacion entre este punto y el punto a es

Ay  114,2320 — 113,0973
Ax 3,01 — 3

=113,2

acerquemonos mas con x = 3,001
4

f(3,001) = §n(3,001)3 =113,21

La variacion es

Ay 113,2104 — 113,0973
Ax 3,001 — 3

=113,1
Acerquemonos con x = 3,0001
4
f(3,0001) = §7‘[(3,0001)3 =113,1086

La variacion es

Ay 113,1086 — 113,0973 _
Ax 3,0001 — 3 B

ACTIVIDAD EVALUATIVAS

v' Escribir la ecuacion de la recta tangente alacurvay = x3 — 3x? — x + 5 en el punto

(1,2)
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Seccion 5: Cociente de incrementos

En esta seccién el docente parte del concepto de limite interpretado como un concepto
matematico que se utiliza para definir el comportamiento cerca de un punto. Para entender

mejor se observa la siguiente actividad

Si se tiene la funcion f(x) = x + 2

-2

Si se analiza el limite en x = 3 es el valor que toman las imagenes (y) cada vez que se
aproxima mas a 3. Por ejemplo, si se inicia desde el punto (1,3) y se mueve el punto cada

vez mas cerca de 3, se obtiene que la imagen se acerca cada vez mas a 5.

Por tanto, el limite es

165



limx+2=34+2=5
x-3

Para la practicidad del tema se postula lo siguiente:
Hallar el limite de las siguientes funciones
a. lim 2x% + 3
x—3
b. lim 3x3 + 1
x—0
Ahora con este elemento matematico fundamental se construye el limite del cociente de

incremento, dada de la siguiente manera: Se tiene la funcion continua f(x), se tiene definido

que
Ax = incremento de x
Ay = incremento de y

Para este tema clave se considera la actividad del globo como la actividad introductoria para

el entendimiento de este tema. Utilizando la situacion del globo: Si se tiene un globo en forma
4
de esfera y se sabe que el volumen de este cuerpo es v = ;nr3, tenemos que su volumen

cambia en relacion con el radio. ¢ Cuél es la razon de cambio del volumen cuando el radio es

3cm?

Observemos que las pendientes de las familias de las rectas secantes al aproximarse cada vez
al punto limite x = 3, ellas convergen a un punto que se conoce como la pendiente de la recta

tangente, por tanto, denotaremos que dicha pendiente se halla

. f) - f(a)
m= lim —————

Ax-0 b —a
Hallemos dicha pendiente, siguiendo con lo dicho supongamos que
a=2Xx
Y tenemos una pequefia variacion denotada

b=x+Ax
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4
fx) = §n(x)3
Por tanto el cociente de variaciones quedaria

o e+ Ax) - f(x)
m = lim
Ax—0 x4+ Ax —x

o e+ Ax) - f(x)
m = lim
Ax—0 Ax

Reemplazando
4 3
fG) = 370

4
flx+ Ax) = §7t(x + Ax)3

La pendiente seria

S(x+ A0 — g (x)?
m = lim
Ax—0 Ax
4 3 2 2 3 4 3
_ gn(x + 3x%Ax + 3x(Ax)“ + Ax>) — §7r(x)
m= Alalcglo Ax

é7Tx3 + 4mx?Ax + 4mxAx? + é7TAx3 - %Tr(x)3

... 3 3
m= AIQICTO Ax

4
Cancelando 3 m(x)3

Amtx?Ax + AmtxAx? + %T[Ax‘Q’

m = lim
Ax—0 Ax

Ax (4nx2 + 4txAx + é7tAx2)

m = lim 3
Ax—>0 Ax
4
m = lim 4nx? + 4nxAx + = mAx?
Ax—0 3
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Como Ax =0
La pendiente es
m = 4mx?
Ahora si evaluamos en el punto x = 3
m = 4m(3)?
m = 113,0973

Por tanto, esta es la razén de cambio del volumen en el punto x = 3. Ahora para la

construccidn de la recta tangente se tendrian el punto y su pendiente

P =(3,113.1)
m = 113,0973

La recta tendria la forma

y =113,0973x + b

113,1 = 113,0973(3) + b

b = 124,7882 — 339,2919
b=-226,1919

y =113,0973x — 226,1919

Actividad evaluativa 6: Utilizando el cociente de incrementos encontrar la derivada de la

funcion y = x3 y el valor de la recta tangente en el punto x = 2

Seccidén 6: La derivada

Ahora con el manejo del tema de limites de incrementos ya el docente a partir de la
interaccion de todos los elementos vistos construye la definicion de la derivada desde el

limite de incrementos para una funcién f(x) en un punto x;y continua en dicho punto
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f(x+ Ax) — f(x)
Ax

f@ = Jim,

Las siguientes actividades evaluativas son de aplicabilidad del concepto formado que ayuda
en la construccion y el entendimiento del objeto derivada. El docente las postula para evaluar

el manejo que le den los estudiantes a este tema.
ACTIVIDADES EVALUATIVAS 7,8y 9

v' Dada la funcién y = x2 en los intervalos x € [1,3] graficar la familia de rectas
secantes que se aproximen al punto x = 1 y encontrar la pendiente de dicha recta

tangente en este punto.

flx+h)—f(x)
h

v Aproxime el cociente de incrementos lirré para valores de h proximos a
X—

0 y después encuentre el valor exacto de f'(1):

a). f(x) =x3-3x+1
1

b). f0) = %

x2

v Dadalafunciény = i utilizar el cociente de incrementos para demostrar que f*(2) =

4
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