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RESUMEN

En este trabajo se realiza un andlisis dindmico a un modelo depredador-presa de tipo
Leslie-Gower, el cual es descrito por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,
auténomas y no lineales, con respuesta funcional de los depredadores tipo Holling IV, con

efecto Allee para las presas y alimento alternativo para los depredadores.

En primera instancia, el andlisis es realizado al considerar el efecto Allee fuerte con-
trastado con el efecto Allee débil el cual tiene incidencia en la estabilidad y cantidad de
equilibrios en el sistema. Al realizar alteraciones en los parametros en ambos modelos se
determina el efecto Allee fuerte provoca una extincién de las presas, a diferencia del efecto

Allee débil.

Palabras claves: Complejidad, sistema complejo, sistema dinamico, modelo ma-
tematico, dinamica poblacional, interdisciplinariedad, tiempo, estabilidad, no linealidad

y depredacién.

ABSTRACT

In this work, a dynamic analysis is carried out on a predator-prey model of the Leslie-
Gower type, which is described by a system of ordinary, autonomous and non-linear
differential equations, with functional response of Holling IV predators, with Allee effect

for prey and alternative food for predators.

In the first instance, the analysis is performed by considering the strong Allee effect
contrasted with the weak Allee effect which has an impact on the stability and number
of equilibria in the system. By making alterations in the parameters in both models, the
strong Allee effect causes an extension of the dams is determined, unlike the weak Allee

effect.

Keywords: complexity, complex system, dynamic system, mathematical model, po-

pulation dynamics, interdisciplinarity, time, stability, nonlinearity and predation.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Unas de las preocupaciones de por los ecologistas es describir mateméticamente la
interaccién entre presas y depredadores, que viven en un mismo entorno para determinar
condiciones que eviten la extincidn de las presas frente a su consumo por parte de los de-
predadores. Es por ello, que a lo largo del tiempo se han propuesto diferentes alternativas

para modelar estas interacciones.

Por tanto, en este trabajo de investigacion se analiza un modelo depredador- presa que
esta descrito por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, auténomas no-lineales,

teniendo en cuenta las siguientes caracteristicas:

1. La funcién de crecimiento de los depredadores es de tipo logistico [23] [44].

2. La respuesta funcional o tasa de consumo de los depredadores es de tipo Holling IV

generalizado [2] [20] [39] .

3. Los depredadores tienen una comida alternativa, cuando escasea su presa favorita o

cuando la presa pone resistencia a ser consumida [3] [6] .

4. El crecimiento de las presas es afectada por el efecto Allee.

Los modelos tipo Leslie-Gower [23] [35] tienen la caracteristica de que la ecuacién del
tamano de la poblacion de depredadores es de tipo logistico, la capacidad de carga del
ambiente es una funcién que depende de la cantidad de presas disponibles, es decir, la

capacidad de carga es proporcional a la abundancia de presas [3].
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La respuesta funcional de los depredadores o funcién de la tasa de consumo, describe
la cantidad de presas que puede consumir un depredador en una unidad de tiempo [8]
[5]. Una cuestién de interés en el ambito de la dindmica poblacional y en varios modelos
depredador-presa considerados en ecologia matematica, es que la respuesta funcional de
los depredadores a la densidad de presas se supone que es monétona creciente [39] [3].
En esta investigacién, la respuesta funcional es no-mondtona, que corresponde a Holling
tipo IV [2] y esta descrita por la funcién

2

qx
hw) = 2 —bxr+a

La funcién h(z) representa una respuesta funcional no-monétona que describe un com-
portamiento antidepredador o también denominado formacién de grupos de defensa. Los
grupos de defensa es un término usado para describir el fenémeno por el cual los depre-
dadores disminuyen, o incluso se evitan por completo, debido a la mayor capacidad de la
presa para defenderse mejor o cubrir a los mas débiles cuando su numero es lo suficiente-

mente grande.

En este trabajo, consideramos que la capacidad de carga del medio ambiente del de-
predador es representada por la funcién K, = nx,pero no obstante, en caso de escasez
critica,en algunas especies de depredadores pueden cambiar a otras comidas disponibles.
Esta habilidad se puede modelar agregando una constante positiva K, siendo descrito
ahora por K, = nx + ¢ [3] [6]. Implicando que el depredador es generalista, ya que busca

un alimento alternativo en ausencia de su presa favorita.

El efecto alle en ciencias ecolégicas [14] [15] [29], se puede describir por diversas ex-
presiones matemadticas [11]. Este se refiere a una disminucién en la condicién fisica por

individuo cuando el tamano de la poblacién aumenta a niveles muy bajos [39] [11].

El problema estudio es describir el comportamiento del modelo y establecer si las
especies se extinguen o no. Estos resultados son bastante significativos para el andlisis de
la mayoria de los modelos ecolégicos complejos, facilitando asi la comprension de muchos

fenémenos del mundo real en la naturaleza.
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Capitulo 2

PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA DE INVESTIGACION

2.1. Descripcién del problema

Cuando la incertidumbre amenaza la vida, el modelamiento matemaético es capaz de
proporcionar suficiente informacién para disminuir significativamente los niveles de incer-
tidumbre y consecuentemente generar inteligencia de datos que orienten adecuadamente
a nivel de tomar decisiones, de tal forma que el proceso de generar acciones pertinentes

sean argumentadas, sustentadas y oportunas.

Es por esto que muchos fenémenos en la actualidad intentar ser modelados para pre-
venir ciertas amenazas que atentan contra la vida, un claro ejemplo es el mas reciente
cambio que se empezo a gestar de manera imperceptible en diciembre del 2019, cuando fue
identificado en la ciudad de Wuhan ( provincia de Hubei,China) un brote de neumonia que
no respondia a tratamientos convencionales y que alarmantemente llevaba a la muerte a
un alto porcentajes de enfermos. A raiz de este brote identificado como SARS-Cov-2, una
nueva cepa del corona-virus, se empezaron a realizar modelamientos matematicos para

prevenir la propagacién y tomar decisiones asertivas para el control de este virus ( ver [36]).

Es claro aclarar que las ciencias de la complejidad no son simplemente ciencias de
sistema matematicos o modelamiento matematicos. Pues la dindmica hace parte de la

mecanica clasica y es un caso particular de la teoria de la relatividad y de la mecanica
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cuantica. Por el contrario, el tipo de fenémenos, sistemas y comportamientos que intere-
san y que son parte de las ciencias de la complejidad son aquellos que se caracterizan
por ser de complejidad creciente (Maldonado,2008). Esto es exactamente el caso de las

matematicas de la complejidad.

Puntualmente Maldonado dice, que las matematicas de la complejidad responden en

realidad a una simple ecuacién [28]:
Matematica + tiempo = Complejidad

Basandonos en esta ecuacion, podemos ver que los modelos presa-depredador son modelos
de alta validez biologica y de complejidad creciente. Pues con el paso del tiempo ha
logrado adquirir mayor complejidad debido a algunas modificaciones que buscan hacerlo
mas realista, es por ello, que esta investigacion se involucro un nueva modificacion la cual
es el alimento alternativo para los depredadores y una respuesta funcional Holling tipo
IV. El objetivo es analizar el comportamiento de estas dos especies a lo largo del tiempo
con las modificaciones realizadas y poder predecir ciertos comportamientos dado unas
condiciones iniciales. Ademas, realizar acciones pertinentes en la conservacién de ambas

especies y asi logrando la no extincién de estas.

2.2. Sistematizacion del problema

El principal problema en la relacién de depredadores y presas, es la existencia de ambas

especies a lo largo del tiempo, es por ello, que se realizaron las siguientes preguntas:

., Cuales deben ser las condiciones iniciales para que las especies existan, dado unos

parametros?

., Cual es el comportamiento del sistema cuando el efecto Allee en las presas es

débil?

., Puede sobrevivir los depredadores a lo largo del tiempo cuando cuentan con un

alimento alternativo aparte de su presa favorita?

;,, Como contribuir en una poblacién de depredadores-presa para que ambas especies

puedan coexistir, sin importar si el efecto Allee es fuerte o débil en las presas?
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= ; Cual es la metodologia apropiada para el estudio de este modelo?

» ; Como realizar un aporte al estudio de modelos depredador-presa?

2.3. Enunciado del problema

Dado que existen especies que estan interrelacionadas de forma depredador-presa en los
diferentes ecosistemas, es decir, una sirve de alimento para la otra. Estas interacciones son
importantes estudiar para conocer posibles comportamientos de las especies, pues bien,
en esta investigacion nos enfocaremos en una poblaciéon de presas que son afectadas por
un efecto Allee y ademas, los depredadores cuentan con un alimento alternativo cuando
su presa favorita escasea. Por todo lo anterior, se formula una pregunta de investigacion
para conocer los distintos comportamientos de estas dos especies, una es el depredador y

la otra la presa.

» ; Cuél es el comportamiento de un modelo depredador-presa tipo Leslie con respues-
ta funcional Holling no mondétona, efecto Allee en las presas y alimento alternativo

para los depredadores ?

15



16



Capitulo 3

ANTECEDENTES Y
JUSTIFICACION

3.1. Antecedentes

Para el analisis del modelo a estudiar existen diversas investigaciones relacionadas y de
gran proximidad, que nos aportaron al desarrollo de nuestra investigacién. A continuacion,

se presentan algunas investigaciones que nos ayudaron a contextualizar el problema.

3.1.1. Antecedentes nacionales.

Autor(es):Reyes Bahamoén, F. (2017). Sobre la dindmica de algunos modelos depredador-

presa tipo Leslie con respuesta funcional no mondtona y efecto Allee en las presas [38].

Cuadro 3.1: Antecedente nacional
d 2
—x:ms<1—£>(x—m)— @y

dt K 22 —br+a’
Modelo estudiado

d_ (1-2)

dt nr/’

Este trabajo de investigacion es de gran vitalidad para lle-
var acabo el andlisis del modelo a estudiar, ya que aporta de
forma significativa al desarrollo de este, aqui podemos evi-
o denciar un gran parecido al modelo a estudiar, la diferencia
Descripcion

es que en este trabajo realizado no involucra el pardmetro

¢, el cual representa el tamano de alimento alternativo para

los depredadores.

fuente: Elaboracién propia (2022)
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3.1.2. Antecedentes internacionales

1. Autor(es):Tintinago-Ruiz, P. C., Gallego-Berrio, L. M., y Gonzdalez-Olivares, E.
(2019).Una clase de modelo de depredacién del tipo Leslie-Gower con respuesta

funcional racional no monoténica y alimento alternativo para los depredadores. Se-

lecciones Matemaéticas, 6(02), 204-216.

Cuadro 3.2: Antecedente Internacional uno

Modelo estudiado dt 2?2 +br+a’

En este trabajo, se analiza un modelo de depredador-presa
del tipo Leslie-Gower, descrito por un sistema de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias (EDO) considerando dos aspec-
tos: la presa se defiende de la depredacién, formando grupo
de defensa, y los depredadores disponen un alimento alter-
Descripcion nativo, cuando su alimento favorito escasea. Por lo tanto, se
asume una respuesta funcional racional de Holling tipo IV
y una modificacion de la capacidad de carga de los depre-
dadores para describir estos fenémenos. Determinamos las

condiciones en el espacio de parametros para la existencia

de los equilibrios y la naturaleza de cada uno de ellos.

fuente: Elaboracién propia (2022)

2. Autor(es):Gonzalez-Olivares, E., Valenzuela-Figueroa, S., y Rojas-Palma, A. (2021).
Influencia del efecto Allee débil en las presas en un modelo de depredacién del tipo
Leslie-Gower con respuesta funcional sigmoidea. Revista De Matematica: Teoria Y

Aplicaciones, 29(1), 105-138.
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Cuadro 3.3: Antecedente Internacional dos

Modelo estudiado dt

Este trabajo hay una gran familiarizacion con el modelo a
analizar en la investigacién, la tnica diferencia es la res-
puesta funcional Holling , pues en la investigacién que voy
abordar es también de respuesta funcional Holling tipo IV
pero modificada, involucrando el parametro b, quien es la
Descripeion tasa de saturacion de depredadores, es decir, la cantidad

de presas es tan alta que los depredadores no pueden con-

sumirlas todas.

fuente: Elaboracién propia (2022)

3. Autor(es):Palma, A. M. (2009). Control ptimo aplicado a modelos continuos pa-
ra el manejo de recursos renovables. Valparaiso: Pontificia Universidad Catolica de

Valparaiso.

Descripcion: En este trabajo podemos encontrar una introduccién general a la mo-
delizacién matematica en Ecologia de poblaciones y a la Teoria de Control ()ptimo
aplicada al manejo de recursos naturales, en particular de pesquerias. En este, se ha
dividido el trabajo en tres partes, las cuales estan relacionadas en funcion de otorgar
al lector las herramientas matematicas necesarias para el estudio de problematicas

Bio-econdémicas.

La primera parte se enfoca al estudio sobre Sistemas dindmicos, Teoria cualitativa
de ecuaciones diferenciales ordinarias y los conceptos basicos de la Teoria de bifur-

caciones para luego centrarse en la Teoria de control 6ptimo, teniendo el problema

19



de optimizacion y los conceptos de Control, Observacion y el Principio Bang-Bang.

La segunda parte entrega una introduccion general a la Modelaciéon Dindmica con
Ecuaciones Diferenciales y Modelos no lineales de Interaccion de Poblaciones. Luego,
se describe el fenémeno biolégico conocido como Efecto Allee y se analizan distintas

propuestas sobre su modelacion.

La parte final de este escrito presenta tres modelos de pesquerias de acceso abierto,
en los cuales se realiza un completo andlisis de estabilidad. A partir de los resulta-
dos, se plantean distintos problemas de control 6ptimo en cada caso, con el fin de
determinar estrategias 6ptimas de manejo en cada pesqueria, entregando ejemplos

numéricos y simulaciones.

20



3.2. Justificacion

El presente trabajo de investigacién propone un modelo complejo de depredador-presa
que contiene unas caracteristicas nuevas a los modelos estudiados anteriormente por otros
autores, pues este modelo incorpora un nuevo parametro el cual es el alimento alternativo
para los depredadores y una respuesta funcional Holling tipo IV. Sé sabe, que el fin de
realizar modelamientos es llegar aproximaciones de la realidad, es por ello que este modelo
al involucrar estas nuevas caracteristicas se aproxima mas a la realidad de un ecosistema,
puesto que se puede estudiar problemas de control de especies, la cual una sea el alimento

para la otra , es decir, caso de depredacion contra presas.

La importancia de trabajar sobre modelos de este tipo es que se pueden llegar a varias
soluciones, pues Maldonado y Gémez (2010) han dicho que las ciencias e ingenierias de
los sistemas complejos, tratan de construir un modelo del problema, tan preciso como sea
posible, para no obtener una si no varias soluciones, y es lo que se busco lograr aqui, pues

bien, dependiendo de la variacién de los pardmetros podemos llegar a varias conclusiones.

Por ello, esta propuesta de investigacién centra su estudio en analizar el comporta-
miento de dos especies la cual una es depredador y la otra presa, y que cumplan las
caracteristicas de este modelo, para encontrar posibles acciones futuras para que coexis-

tan las dos especies.

Finalmente, el presente trabajo de investigacién denominado “ Complejidad en la
dindmica de un modelo depredador-presa tipo Leslie con respuesta funcional no monétona,
efecto allee en las presas y alimento alternativo para los depredadores.” permitira ser
insumo a futuros trabajos de investigaciéon de pregrado y posgrado en el campo de las

ciencias de la complejidad y biologia matematica.
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Capitulo 4

FUNDAMENTO TEORICO

4.1. Ciencias de la Complejidad

Las ciencias de la complejidad se ocupan mediante argumentos, experimentos, demos-
traciones, légicas, modelaciones y simulaciones de la transiciones del orden/desorden y de
como las relaciones y las dinamicas interiores de un sistema generan caos, inestabilidades,
fluctuaciones e incertidumbres permitiendo el surgimiento de un nuevo orden (Maldonado

y Gémez,2010).

Parte en primer lugar de la premisa que los sistemas complejos son todos aquellos
sistemas abiertos que estan en constate interaccion con su entorno y lo cual le atribuye

informacién, materia y energia (Maldonado y Gémez,2010).

También, los sistemas complejos son aquellos que no pueden ser explicados o compren-
didos por via deductiva ni tampoco con el recurso a cualquier clase de estadistica. Sino
por el estudio de las relaciones entre los elementos que por su diversidad e inestabilidad
pueden generar vacios y ruidos al interior de la estructura pero que de ninguna manera
detienen su proceso evolutivo no lineal. Lo que nos lleva a decir que los sistemas complejos
son, en rigor, fendmenos, sistemas o comportamientos de complejidad creciente, es decir,
son dinamicos, variables, no lineales y totalmente impredecibles al responder de manera

constante a turbulencias y caos de su entorno (Maldonado y Gémez,2010).

En las ciencias de la complejidad se trabaja a partir de conceptos de emergencia como
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elementos dinamizador por encima de la casualidad que es propio de los enfoques sis-
tematicos, dado que el pensamiento sistémico plantea un cruce o una integracién entre
disciplinas y ciencias diferentes, y esta integracion se daria justamente en el marco de la

teorfa general de sistemas o de las aproximaciones sistémicas. Asi mismo y cronoldgica-

mente, las ciencias de la complejidad son:

———» Ciencia de redes
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fuente: tomada de (Maldonado y Gémez,2010)

Figura 4.1: Esquema actual de las ciencias de la complejidad.

La termodindmica del no equilibrio segiin Maldonado (2005), los sistemas alejados del

equilibrio son altamente sensibles a las novedades o a las innovaciones, a los eventos de

azar, y procesos irreversibles, pues son estas novedades las que generan dinamicas no li-

neales en dicho sistema. En si, La termodinamica del no equilibrio nos ofrece la visién de

un mundo diverso, abierto y pluralista.

La teoria del caos, histéricamente, primero teoria y luego ciencia, fue desarrollada por
E. Lorenz en los anos 1962-1964 (Maldonado y Gémez, 2010), inicialmente, el caos per-
manece como una teoria de sistema deterministas y luego, su interés se vuelca hacia el
caos indeterminista o subcuantico. “ Los sistemas cadticos son altamente sensibles a las
condiciones iniciales y responden a la presencia de un atractor. Los tipos de atractores
que suelen identificar en el estudio del caos son atractores fijos, el periddico y el atrac-

tor extrano” (Maldonado, 2005), en este sentido, la mas minima flutuacién en el sistema
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podria provocar un nuevo sistema.

La tercera ciencia de la complejidad, es la geometria fractal, Existe una fuerte impli-
cacion reciproca entre el caos y factales. La razon es que todo atractor extrano tiene en su
base una dimension fractal. Los fractales han resultado de inmensa ayuda en la medicion
de numerosos sistemas y comportamientos en las diferentes disciplinas. Segin Maldonado
“la geometria de fractales consiste en una aplicacion de lo infinitesimal a lo finito, y asi, la
invariancia resultante nos revela un universo pletérico de formas y estructuras, todas séli-

damente conectadas entre si, a pesar de su irregularidad y movilidad ” (Maldonado, 2005).

Maldonado explica que sobre la teoria de catastrofes: contra la idea de tipo fiscalista
segun la cual lo primero es el espacio-tiempo, R. Thom resalta que la entidad primiti-
va es el fendmeno visto por un observador. Pero, dado que existe o puede existir varios
(o muchos) observadores sobre un mismo fenémeno, el problema consiste, en sintetizar
las diversas versiones que tenga cada observador. Esta labor de sintesis es la teoria de
catéastrofes (Maldonado, 2005). Esta ciencia trata de descubrir los cambios de estado que
pueden ocurrir en un sistema definido. Algo curioso, es que la teoria de catédstrofes des-

aparece como una teoria matematica.

La ciencia de redes complejas, desarrollada originariamente por D. Watts, L. Barabasi
y S. Strogatz entre los anos 2001 y 2003, constituye la quinta de las ciencias de la com-

4

plejidad. Las redes complejas “ redes que presentan ciertas caracteristicas estadisticas y
topoldgicas” (Martinez, 2018) donde no cualquier respuesta es posible o aceptada, ya que

permite ver mas alla de planos generales y poder enfocarse en detalles mas finos.

Por ultimo, las légicas no clasicas “ En ocasiones debido a que la 16gica formal cléasica es
demasiado rigida, en otras, porque sucede todo lo contrario, y no aporta el rigor suficiente
en la compresién y en la elucidacion de las estructuras y modos de racionalidad de la
ciencia, de la vida y del mundo en general”(Maldonado, 2012). Por lo tanto, resultan
altamente relevantes en el estudio de los sistemas complejos no-lienales. Estan son algunas

de las logicas no clésicas:
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Figura 4.2: Légicas no clasicas.

4.2. Sistemas dinamicos complejos

Un sistema dindamico complejo es una porcion de la realidad seleccionada a partir de
la intencionalidad de un observador y que se caracteriza por ser una unidad en donde se
identifican elementos y sus interacciones (Garcia, 2006); es un sistema abierto, sin limites
claramente definidos, con vinculos e interacciones entre los diferentes elementos que lo
conforman integrando una estructura flexible que funciona de acuerdo a su sistema de
reconfiguracion que es unico e irrepetible y que estd en constante relacion con perturba-
ciones enddgenas y exdgenas de diversa escala a partir de las cuales determina su proceso

de cambio (Garcia, 2006).

El sistema complejo reacciona a las fluctuaciones bien sea de manera reguladora de

tal manera que pueda absorber la fluctuacién sin alterar su estructura o puede ante una
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fluctuacion fuerte reorganizar su estructura e incluso romperse cuando pierde la capacidad
de realizar aquello que lo define como sistema. En todo caso el proceso no depende de
la fluctuacién en si misma sino de las condiciones de estabilidad particulares del sistema

(Lopez y Sanchez, 2000).

Estos sistemas que se denominan complejos suelen tener estructuras disipativa, pues
bien, para (Prigogine, 1983) los sistemas que presentan estructura disipativas son aquellos
que estan préximos al equilibrio y la desorganizacion, pero mas alla del umbral de ines-
tabilidad la norma es la autoorganizacién, esto quiere decir, las estructuras disipativas
constituyen la apariciéon de estructuras coherentes, autoorganizadas en sistemas alejados
del equilibrio. Aun que la estabilidad de un sistema puede peligrar de varias maneras,
por ejemplo, cuando hay mutaciones o intrusos, al principio cuando son pocos, suelen ser
eliminados del sistema y se mantendrd su funcionamiento, pero en tal caso, en vez de
ser eliminados se reproducen, el sistema adoptara un nuevo modo de funcionamiento a
costa de los individuos que no juegan un papel importante. Un claro caso es la dinamica
de evolucion de una poblacién de depredadores y presas, la aparicion de una presa mas
habil en la fuga, habra un depredador mas eficaz en la captura, constituyen factores de

inestabilidad estructural pero a lo largo del tiempo habra autoorganizacion.

4.3. PRELIMINARES EN SISTEMAS DINAMICOS

En esta seccién esta destinada a mostrar definiciones y herramientas necesarias de la
teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales ordinarias, ya que sera de importancia
para el estudio de los capitulos posteriores, donde se mostrara el estudio del modelo con

efecto allee fuerte y efecto allee débil.

También se muestran algunos conceptos de la teoria de los Sistemas Dindamicos Con-
tinuos. Las definiciones que se tratan en este apartado al igual que los teoremas que se
presentan, estan basados en los libros Ordinary Differential Equations with Applications
de Carmen Chicone [4],Elements of applied bifurcation theory de Yuri Kuznetsov [32] y
Differential Equations and Dynamical Systems de Lawrence Perko [25]. La investigacién

se centrara en el espacio planar R2.
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4.3.1. Operador de evolucion

El componente de un sistema dinamico es una ley de evolucién que determina el estado
de x; del sistema en el tiempo ¢, siempre que el estado inicial xy sea conocido [42]. La
forma mas general de especificar la evolucién es asumir que para un ¢ € 7' un mapa ¢’ se

define en el espacio de estado X.

o: X — X,

que transforma un estado inicial zy € X en algtn estado x; € X en el tiempo ¢:
_
Ty = P'xg

El mapa ¢' es llamado operador de evolucién del sistema dindmico. En el caso del tiempo

continuo, la familia {¢t}t€T de los operadores de evolucién se denomina flujo.

Definicién 4.3.1 La funcion ¢! : R x R® — R" se llama un flujo del sistema dindmico

si ¢° = id y ' = ¢'(¢p°x), cuando ambos lados de la ecuacion estdn definidos.

4.3.2. Definiciéon de un sistema dinamico

Un sistema dinamico se puede definir como la evolucién en el tiempo de algin siste-
ma fisico, bioldgico, econémico, etc. Usualmente se busca conocer el comportamiento del
sistema en el tiempo. En muchos sistemas se puede conocer la evolucién, puesto que el

movimiento del sistema converge a un equilibrio.

Sin embargo, muchos sistemas interesantes no son regulares. De hecho, en muchos
sistemas, condiciones iniciales cercanas pueden tener distintos destinos en un corto tiempo.

Ahora bien, daremos una definicién formal de un sistema dinamico.

Definicién 4.3.2 Un sistema dindmico es una tripleta {T, X, '}, donde T es el con-
gunto del tiempo, X es el espacio de estados, y ¢' : X — X, es una familia de operadores

de evolucion parametrizada port € T y satisfaciendo las propiedades.

1. ¢° : X — X es la funcién identidad;

2. ¢ = ¢'(p°x), para todo t,s € T.
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SiT =N o T = Z, el sistema dindmico es discreto, por otro lado, si T'=R* o T = R,

entonces es un sistema dinamico continuo.

Sean J C R,U C R" y A C R* subconjuntos abiertos, y supongamos que f :.J x U x
A — R"™ es una funcién continuamente diferenciable. Una ecuacion diferencial ordinaria

(E.D.O.) es una ecuacién de la forma:
T = f(t, z,\), (4.1)

Donde = = ccll—f denota la diferenciacion con respecto a la variable independiente ¢
(generalmente una medida de tiempo). La variable dependiente x = z(t) es el vector de
estado y A es el vector de pardmetros. Para una terminologia conveniente, especialmente
cuando nos ocupamos de los componentes de una ecuacion diferencial vectorial, diremos

que la ecuacion 4.1 es un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

’
Ztl = fl(t,xth,...,xn,)\)
.1"2 = fg(t,xl,.ﬁﬂg,...,xn,)\)

{ (4.2)
\ Tn = falt,z1,29, ..., Tn, \)

Si A € A es fijo, entonces una solucion de la ecuacion diferencial 4.1 es una funcién
¢t Jy — U, dado por t — ¢', donde Jy es un subconjunto abierto de .J, tal que
dot

para todo t € J,

Definicién 4.3.3 Una ecuacion diferencial autonoma viene dada por:
= f(r,)), xcR", AcRF (4.4)

es decir, la funcion f no depende explicitamente de la variable independiente. Si la
funcion f depende explicitamente de t, entonces la ecuacion diferencial correspondiente

se llama no autonoma
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Definicién 4.3.4 La soluciones de la ecuacion diferencial 4.1 se llama trayectorias, cur-

vas de fase o curvas integrales.

Los objetos geométricos bésicos asociados a un sistema dindmico {7, X, ¢'} son sus

6rbitas en el espacio de estado y el retrato de fase compuesto por estas érbitas

Definicién 4.3.5 Una orbita que comienza en xqy es un subconjunto ordenado del espacio

del estado X,
Or(zo) = {z € X : & = ¢'wy, para todo t € T, tal que ¢'zy se define}

Cuando se utiliza una ecuacion diferencial para modelar la evolucion de la variable
de estado para un proceso fisico o biolégico, un problema trascendental es determinar los
valores futuros de la variable de estado desde su valor inicial. El modelo matematico viene
dado por un par de ecuaciones

T = f(t,z,\),
(4.5)
x(ty) = xo.

Donde la segunda ecuacién se denomina condicién inicial. Si la ecuacion diferencial se
define como la ecuacién 4.1y (tg, zo) € J x U, entonces el par de ecuaciones se denominan
problema de valor inicial (P.V.L.). Por lo tanto, una solucién a este problema de valor

inicial es s6lo una solucién ¢’ de la ecuacién diferencial tal que ¢ = .

Las cuestiones fundamentales de la teoria general de las ecuaciones diferenciales son
la existencia y la unicidad con respecto a los parametros de soluciones de problema de

valor inicial. Con relacion a esto, tenemos el siguiente resultado:

4.3.3. Existencia y unicidad

Teorema 1 (Existencia y Unicidad) Si J C R,U C R" y A C R* son conjuntos
abiertos, f: J x U x A — R"™ es una funcion continuamente diferenciable y (to, xo, No) €
JxUx A, entonces ezisten subconjuntos abiertos Jo C J, Uy C U, Ag C A con (ty, zg, Ng) €
Jo X Uy X Ny y una funcidn ¢' : Jo x Uy X Ag — R™ dada por (t, s, z,\) — ¢(t,s,x,\) tal
que para cada punto (t1,x1, A1) € Jo X Uy X N, la funcion t — ¢(t1,x1, A1) es la unica
solucion definida en Jy para el problema de valor inicial dado por la ecuacion diferencial

4.1 y la condicion inicial x(t) = x.
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Las soluciones de una ecuacion diferencial pueden no existir para todo ¢t € R. Sin
embargo, por simplicidad, supongamos que cada solucion existe para todo tiempo, en cuyo
caso una solucion se llama completa, y el hecho de que ¢ define un grupo uniparamétrico

se expresa mediante la siguiente propiedad adictiva.
# = ¢ (¢°0)

Si la solucién comienza en el tiempo cero en el punto z se continua hasta el tiempo s,
cuando llegue al punto ¢°x,y si una nueva soluciéon en este punto con tiempo inicial cero
se continua hasta el tiempo t, entonces esta nueva solucién alcanzara el mismo punto que
habria sido alcanzado si la solucion original, que comenzo6 en el tiempo cero en el punto

x, se continua hasta el tiempo t + s.

Si ¢' : X — X es un sistema dinamico y z € X, sea x(t) = ¢'z supongamos que

f X — X esta definida por.

d
f(@ = %¢tx’t:0

La igualdad anterior se puede reescribir como & = f(z), y asi, z(t) o ¢'z es la curva

de solucién que satisface la condicién inicial z(0) = 0.

4.3.4. Equivalencia topoloégica

La equivalencia topoldgica entre sistema dinamicos, es un concepto que permite anali-
zar la dindmica de un sistema por medio de otro, cuyo analisis sea mas sencillo, similar al
papel que juega las matrices semejantes. Cuando dos sistemas dinamicos son topolégica-
mente equivalentes, la estructura cualitativa de ambos sistemas es la misma. Es por ello,

que tenemos la siguiente definicion.

Definicién 4.3.6 Un sistema dindmico {T,X,¢'} es llamado topoldgicamente equiva-
lente a un sistema {T, X,y'} si existe un homeomorfismo h : R" — R"™ que transforma
orbitas del primer sistema en orbitas del sequndo sistema, preservando la direccion del

tiempo.

Un homeomorfismo es una biyeccion tal que tanto el mapa como su inverso son con-
tinuos [42]. Los retratos de fase de sistemas topoldgicamente equivalentes con frecuencia

también se llaman topolégicamente equivalentes.
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4.3.5. Estabilidad

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales auténomo no lineal

;

i‘l — f1<l'1,$2,...,xn)
.i’g = fQ(LCl,.CEQ,...,SL’n)

(4.6)
j:n - fn(xlux%"'wrn)

\

Donde cada f; son funciones de clase C* en R™. El sistema 4.6 define un campo vectorial

fl(l'l,ilfg, Ce ,.Z'n)
floy,... ) = fQ(xbxz’:m’xn) (4.7)
fn(.fl?l,.’ﬂg, c. 7$n)

Definicién 4.3.7 Supongamos que f : R" — R™ es escrito en términos de sus compo-
nentes como en 4.7, y ademas, que la primeras derivadas parciales de cada funcion su

af; . .
componente existe. Es decir, i existe para 1 < 1,7 < n. La matriz Jacobiana de f

8[Ej
en un punto x = (x1,...,T,) es:
of oh . oh
O0r, 0Oxy ox
o Of  Oh
Jf(zy, ... xy) = | Or1 Oxs Oz, (4.8)
0y O Oh
0xry Oxo oz,

Juega un papel importante en el analisis de estabilidad de los puntos de equilibrio de

un sistema dinamico.

En las siguientes definiciones z* € R.

Definicién 4.3.8 Un punto x* es un punto de equilibrio de un sistema & = f(x) defi-
nido en un conjunto abierto U C R", tambien llamado singularidad del campo vectorial

f, siy sdlo si, satisface la ecuacion fi(z*) =0, para todoi=1,--- n.
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Definicién 4.3.9 Un punto de equilibrio x* de un sistema & = f(x) es hiperbdlico, si
y solo si, todos los valores propios de la matriz Jacobiana asociada al sistema evaluado

en x*, Jf(x*), tienen parte real no nula.

Definicién 4.3.10 Un punto de equilibrio x* de un sistema © = f(x) definido en un
conjunto abierto U C R", es llamado estable si para cualquier vecindad dada U de x*
ezxiste otra vecindad V de x*, V C U tal que cualquier solucion con condicion inicial en

V' permanece en U para todo t > 0, es decir, dado € > 0, existe un § > 0 tal que:
|z —a*|| < § — ||¢'z — z*|| < € ,para todot >0 yx €U

Definicién 4.3.11 Un punto de equilibrio x* de un sistema & = f(x), es llamado asintoti-

camente estable si es estable y si existe una vecindad V' en U tal que:
tll’m\|¢ta; — z*|| = 0 para todo x € U
— 00

Definicién 4.3.12 Un punto de equilibrio x* de un sistema & = f(x), es llamado ines-

table si no es estable.

La estabilidad de un punto se puede interpretar geométricamente asi: las trayectorias
con condiciones iniciales proximas al punto se mantienen cerca de él para t > 0. La
estabilidad asintética es mas exigente, no sélo es suficiente estar cerca del punto si no que

exige que se aproxime a él cuando t > 0 [37].

4.3.6. Variedades estables e inestables

En esta secciéon vamos a definir el concepto de una variedad como una generalizacion
de un subespacio lineal de R™. Se analiza la importancia de las variedades estables e
inestables dentro de un sistema dinamico.

Counsideremos la ecuacion diferencial.
&= f(x),r € R" (4.9)

Con flujo ¢, y sea S un subconjunto de R" que es la unién de 6rbitas de este flujo. Si
una solucién tiene condicién inicial en S, entonces, la correspondiente érbita permanece
en S para todo tiempo. El concepto de un conjunto que es la unién de orbitas de una

ecuacién diferencial se formaliza en la siguiente definicion.

33



Definicién 4.3.13 Un conjunto S C R" se denomina conjunto invariante para la ecua-
cion diferencial 4.9, si para cada x € S, la solucidn t — ¢'(x), definida en su intervalo

maximal de existencia, tiene su imagen en S. Ademds, S se dice variedad invariante, si

S es una variedad [4].

La nociéon de variedad invariante para sistema de ecuaciones diferenciales auténomos
puede ser descrita por un importante ejemplo: las variedades estables, inestables y centro

de un punto de equilibrio.

Definicién 4.3.14 Las variedades estables e inestables de un punto de equilibrio x*, W*(x*)
y W(x*), respectivamente, es el conjunto de todos los puntos en el dominio de definicion
del flujo del sistema que converge exponencialmente a x* cuando t — oo yt — —o0,

respectivamente, esto es:

Wia*) ={z € U:sup €’|¢'z — 2*| < 0o para algin 3 > 0}
>0

W (z*) = {zx € U :sup e o'z — 2*| < co para algin 5 > 0}
t<0

Teorema 2 (Teorema de la Variedad Estable) Supongamos que x* es un punto de
equilibrio hiperbélico y que Jf(x*) tiene n — k autovalores con parte real negativa y k
autovalores con parte real positiva.

Sean E* el subespacio generado por los vectores propios de Jf(x*) cuya parte real es
negativa y E* el subespacio generado por los vectores propios de Jf(x*) parte real es
positiva.

Entonces, existe una variedad estable (inestable) r-diferenciable en un entorno de x* de

dimension n — k que es tangente en z* a E*(E").

Si los valores propios de la matriz Jacobiana evaluada en el punto de equilibrio z*,
tienen parte real nula, entonces, dan origen a la variedad central, que derivan de todas

las 6rbitas cuyo comportamiento no es controlado ni por la variedad estable, ni por la

inestable [37].

Teorema 3 (Teorema de la Variedad Central) Sea x* es un punto de equilibrio y
supongamos que J f(x*) tiene n—k —m autovalores con parte real negativa, m autovalores

con parte real nula y k autovalores con parte real positiva.
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Sean E* y E" definidos como en el Teorema 2, y E° el subespacio generado por los vectores
propios de J f(x*) cuya parte real es nula.

Entonces, existe una unica variedad estable (inestable) r-diferenciable en un entorno de
x* de dimension n—k—m que es tangente en z* a E*(E"), y ademds, existe W°, variedad
central, (r — 1)-diferenciable en un entorno de x*, de dimension m y que es tangente en

z* a E€.

La existencia de las variedades estables, inestables y central es de gran importancia
para el conocimiento de las caracteristicas de un sistema dinamico. La existencia de las
variedades proporcionan una base tedrica para determinar las propiedades analiticas del
flujo del sistema dinamico dentro de una vecindad de un punto de equilibrio hiperbdlico

[39], y también son ttiles para encontrar regiones invariantes en el plano de fase [37].

EU

Imagen tomada de [38]

Figura 4.3: Las variedades estables, inestables y central de un punto de equilibrio.

4.3.7. Msétodo del Blowing - Up en R?

En un campo vectorial f donde x* es un punto de equilibrio hiperbdlico, se puede
utilizar el Teorema de Hartamn-Grobman [42], para determinar locamente el retrato de
fase. Si Jf(x*) tiene algun valor propio con parte real nula, decimos que el campo es
parcialmente hiperbélico en z*, y tenemos el Teorema de Variedad Central [37]. Si la
matriz del sistema para la linealizacién en el punto de equilibrio z* desaparece (matriz
nula), entonces la linealizacién no proporciona informacién sobre el retrato de fase del
sistema cerca del punto. Es decir, todos los valores propios tienen parte real igual a cero,

y este caso lo analizamos a continuacién.
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Definicién 4.3.15 Una singularidad x* es no-hiperbolica si todos los valores propios

de J f(x*) tienen parte real igual a cero.
En el caso planar existen tres posibilidades para una singularidad no-hiperbdlica:

1. Jf(z*) tiene autovalores imaginarios puros, es decir, traza(J f(z*)) =0y

detJ f(z*) > 0.

2. Ambos valores propios son cero, pero J f(z*) no es la matriz nula, es decir,

traza(Jf(z*)) = detJ f(x*) = 0, pero J f(z*) # 0.
3. Jf(z*)=0.

El Blowing-Up involucra cambios de coordenadas que expanden una singularidad no-
hiperbdlica a todas una curva en la cual vive una cantidad de otra singularidades. Los
cambios de coordenadas usado son singulares en el punto de equilibrio, pues mapean una

curva en un punto; fuera de este punto, son difeomorfismo [37].

Consideremos el cambio de coordenadas (u,v) — (x,y) dado por:
¥ :R* - R?, tal que ¥(u,v) = (u,uwv) = (z,v)

Al restringir v > 0, tenemos un difeomorfismo hacia el semiplano = > 0. El Blowing-
Up anterior se conoce como Blowing-Up en la direccién de x o Blowing-Up horizontal y

nos entrega informacién sobre las separatrices de 0 tangente al eje x.

En las coordenadas (u,v), el nuevo campo f =V o f queda de la forma

A A d A d
[ = fl%+f2%

= fi(u, uv)% + %(fg('d,’lﬂ)) —vfi(u, uv))a%

Haciendo el cambio en la escala del tiempo ¢ — tu podemos estudiar las separatrices

transversales a la recta v = 0.

Es posible desarrollar una transformacién similar para obtener un Blowing-Up en la

direccién o Blowing-up vertical [37]. El cambio de coordenada es:
U R? = R?, tal que ¥(u,v) = (uv,v) = (1,y)
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y el campo transformado viene dado por:

fu,v) 1(f1(uv,v) —ufg(uv,v))i—i-fg(uv,v)i

- v du dv

En nuestra investigacién, para efectos de calculos utilizaremos Blowing-Up direccio-
nales para abrir singularidades, particularmente debido a que tendremos que aplicar su-

cesivos Blow-ups sobre una misma singularidad.

Imagen tomada de [38]

Figura 4.4: Blowing-Up y Blowing-Down.

4.3.8. La esfera de Poincaré y el comportamiento en el infinito

El estudio de las soluciones que tienden al infinito, ha sido una herramienta impor-
tante para entender el panorama global de un sistema dindmico en R". El método de
compactificacién consiste en escribir las ecuaciones del movimiento como un campo vec-
torial y luego, aplicar la compactificacién de Poincaré, que es un método para extender
analiticamente el campo vectorial a una variedad compacta, de hecho a una esfera. Esta
herramienta o método es muy importante para analizar la dinamica del flujo infinito o en

la parte ilimitada [41].

La idea principal de este método es identificar R™ con hemisferio norte y sur a través de
simples proyecciones, entonces el campo vectorial X en R™ puede extenderse a un campo

vectorial X sobre S™; este método se llama compactificacién de Poincaré.
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Poincaré comenzé el estudio de campos vectoriales polindmicos en el plano R?, mediante
la proyeccién central de los recorridos sobre una esfera S?, tangente al plano en el origen.
Asi, él proporciono los medios para estudiar el comportamiento del campo en una vecindad

del infinito, que es representado por el ecuador, S* [41].

4.3.8.1. método de compactificacion de Poincaré y una interpretacion geométri-

ca.

Con el fin de estudiar el comportamiento de las trayectorias de un sistema planar cerca
del infinito, el lector debe conocer el significado de proyeccion estereografica (la esfera en
un plano). En este caso, el comportamiento de trayectorias lejos del origen podria ser
estudiado considerando el comportamiento de trayectorias cerca del ” punto en el infinito,

es decir, cerca del polo norte de la esfera unitaria.

Un mejor enfoque para estudiar el comportamiento de las trayectorias en el infinito,
es utilizar la llamada esfera de Poincaré, donde proyectamos desde el centro de la esfera
unidad S? = {(X,Y, Z) € R} X? + Y% + Z? = 1} sobre el plano (z,y) tangente a el polo

norte o sur.

Imagen tomada de [38]

Figura 4.5: Proyeccién central del hemisferio superior de S? sobre el plano (z,y).

Este tipo de proyeccion central fue introducido por Poincaré en el ano 1891, y tiene la
ventaja de que los puntos criticos en el infinito, se extienden a lo largo del ecuador de la

esfera Poincaré, y por lo tanto, son de una naturaleza mas simple que el punto critico en
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el infinito en la esfera de Bendixson [25].Sin embargo, algunos de los puntos criticos en el

infinito en la esfera de Poincaré pueden todavia ser muy complicados en naturaleza.

&y

Imagen tomada de [38]

Figura 4.6: Corte transversal de la proyeccién central del hemisferio superior.

Si proyectamos el hemisferio superior de S? sobre el plano (x,y), entonces se deduce de
los tridngulos semejantes representados en la Figura 4.6, que las ecuaciones que definen
(x,y) en términos de (XY, Z) estan dadas por :

X
Z’y

Tr =

Y
- = (4.10)

De manera similar, las ecuaciones que definen (X,Y, Z) en términos de (x,y) estan

dadas por:

1
X — < Yy — y 7 = (4.11)

Vita2+yr T+a2+y2 I+ a? 42

Estas ecuaciones definen una correspondencia uno a uno entre los puntos (X, Y, Z) del

hemisferio superior de S? con Z > 0 y puntos (x,y) en el plano. El origen (0,0) € R?
corresponde al polo norte (0,0,1) € S?; punto en el circulo 22 + y? = 1 corresponden a
1

puntos en el circulo X?+Y? = 3 Z = 7 en S?%; y puntos en el ecuador S? corresponden

al circulo en el infinito.° ”punto al infinito” de R2.

Dos puntos antipodales (X,Y,Z) con (X’,Y’,Z") en S?, pero no en el ecuador S?,
corresponden al mismo punto (z,y) € R? (ver Figura 4.5). Por lo tanto, es natural con-

siderar dos puntos antipodales en el ecuador S? como pertenecientes al mismo punto en
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el infinito. El hemisferio con los puntos antipodas del ecuador identificado, es un modelo
para el plano proyectivo. Sin embargo, en lugar de tratar de visualizar el flujo en el plano
proyectivo inducido por un sistema dindmico en R?, se visualizara el flujo en la esfera de

Poincaré inducido por un sistema dindmico en R? [25].
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4.4. DINAMICA DE POBLACIONES

En este apartado se presentan algunas nociones béasicas sobre dindmica de poblaciones
que es de suma importancia para entender capitulos posteriores, ademas, mostraremos la

construccién del modelo a estudiar.

4.4.1. Modelos poblacionales no lineales continuos

En el ano 1798, el economista britanico Thomas Robert Malthus, publico la obra

Ensayo sobre el principio de la poblacion, en la cual habla sobre modelos poblacionales.

Definicién 4.4.1 Sea x = x(t) una funcion que representa la variacion de la poblacion de
una especie en el instante t, entonces su tasa de cambio es una ecuacion de conservacion

para la poblacion.

dx
i nacimiento-muertes+migracion

Los terminos del lado derecho de la igualdad anterior dependen del fenémeno en par-
ticular que se estd modelando. El modelo poblacional mas simple nace de considerar los
nacimientos y muertes proporcionales a la poblacién e ignorar la migracion (ver [34]).

Esto implica
dx

dt

donde n es una constante conocida como tasa de natalidad y m es una constante

=nr —mz (4.12)

conocida como tada de mortalidad natural de la poblacién. Reescribiendo la ecuacion

4.12 se tiene:

dr

o nr — me
= (n—m)x
= rax

donde la constante r es conocida como tasa de crecimiento intriseco de la poblacién, la
cual representa la diferencia entre la tasa de natalidad y mortalidad de la poblacién. Este
modelo es llamado maltusiano puesto que fue introducido por Thomas Robert Malthus.

Consideramos una condicién inicial 2(0) = zo, la solucién del problema de valor inicial.

o _ r
dat
z(0) = zo



es dada por

x(t) = zpe"

La solucién predice un crecimiento exponencial de la poblacién en el caso en que r > 0,
extincion de la poblacién en el caso en que r < 0y no predice cambios en el tiempo cuando
r=0.

z(t)

Iy

Figura 4.7: Crecimiento exponencial

Tamanos poblacionales que crecen exponencialmente son conmunmente observados
en la naturaleza. Sin embargo, esta tasa de crecimiento usualmente tienden a decrecer
cuando el tamano de la poblacién aumenta. Esto implica que las dindmicas poblacionales
pueden ser aproximadas mediante este modelo lineal solamente para cortos periodos de
tiempo. La hipotesis lineal de que la tasa de crecimiento es una proporciéon de su tamano
es usualmente poco realista para largas escalas de tiempo. Este hecho en particular lleva

a considerar una tasa de crecimiento en funcién del tamano de la poblacion.

El modelo poblacional mas simple en el cual la tasa de crecimiento es una funcion
decreciente del tamano poblacional es la llamada ecuacion diferencial logistica.

dx T
R 1— = 4.1
= ro( ) (4.13)

Que fue introducida por el bidlogo y matematico P. Verhulst en (1838), y modifico
el modelo Malthus. Considerd que algunos recursos sélo estan disponibles en cantidades
limitadas, cada poblacién crece a un nivel de saturacion K en el que no puede crecer mas
y debe competir por dichos recursos, este nivel se conoce como capacidad de carga del

medio ambiente.
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La ecuacién 4.13 se conoce como la ecuacién logistica, donde z = z(t) indica el tamano
de la poblacion, en cada tiempo t > 0, r es la tasa de crecimiento intrinseca de la poblacion
y K es la capacidad de carga del medio ambiente. La solucién a la ecuacion 4.13 es :

. KQ?O
~ wg+ (K —x)et

x(t)

Nota: Esta solucién se obtuvo mediante el método de separacion de variables

Donde z(0) = zp > 0, es el tamano de la poblacién en el tiempo inicial. Si la poblacién
inicial zy es menor que K, el crecimiento de la poblacién aumenta asintéticamente hasta
K. Por otro lado, si la poblacion inicial xges mayor que K, entonces el crecimiento de la
poblacién empieza a disminuir asintéticamente hasta K ( Como lo muestra la siguiente

grafica).

Figura 4.8: Crecimiento logistico

El modelo logistico predice un réapido crecimiento inicial para 0 < xy < K, entonces un
decrecimiento en la tasa de crecimiento en el tiempo provoca que el tamano de la poblacion
se aproxime a su limite. Este comportamiento concuerda con la dinamica observada de
muchas poblaciones y por esta razén, el modelo logistico es usado a menudo como un

medio para describir el tamano poblacional.

4.4.2. El efecto Allee

El efecto Allee describe una situacion en el cual especies con bajas densidades pobla-
cionales son afectadas por una relacién positiva entre la tasa de crecimiento poblacional

y su densidad, lo cual incrementa sus posibilidades de extincién (ver [32] [37]).
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En 1931, Warder Clyde Allee propuso que la competencia intraespecifica podria llevar
a una denso-dependencia inversa. Esta idea fue extendida luego en su libro sobre Eco-
logia animal en 1949. Allee observé que muchas especies animales y plantas exhiben un
decrecimiento en su tasa de crecimiento per cdpita a bajas densidades de poblacién. Bajo
estas condiciones, la tasa de crecimiento de la poblacién puede anularse y hasta tomar
valores negativos. Esto se debe a una reducciéon de la reproduccién y la supervivencia
cuando los individuos conespecificos no son numerosos. La baja poblacién, asi como la
superpoblacién, puede ser una limitaciéon. Uno de los colaboradores de Allee, E.P. Odum,
se refirid a este proceso como el principio de Allee, sin embargo, es conocida generalmente

como el efecto Allee.

Las poblaciones pueden exhibir dindmicas del efecto Allee debido a un amplio rango
de fenémenos biolégicos que incluyen: el exito (o dificultades) de apareamiento, termorre-
gulacién social, reducida defensa antidepredadora, alimentaciéon menos eficiente a bajas

densidades, reducida eficacia de la vigilancia antidepredadora, etc.

Para todos estos fenémenos y otros, la mayor consecuencia del efecto Allee es la exis-
tencia de un nivel de densidad critico en el cual la unidad de agregacion considerada (es
decir, colonia, poblacién o grupo social) puede tender a la extincién. Esta existe en mu-

chos sistemas ecolégicos.

El efecto Allee es un importante e interesante fendémeno tanto en sentido matemaético
como ecoldgico. Desde un punto de vista ecoldgico, es una situaciéon que se produce en
bajas densidades poblacionales donde la tasa de crecimiento individual es una funcion
creciente de la densidad , la importancia de este fenémeno ha sido enfatizado por los re-
cientes desarrollos en algunas areas de la ecologia y la conservacion de especies pudiendo

ser considerado como la base de la sociabilidad animal.

El efecto Allee puede ser débil o fuerte, pero usualmente los ecologistas consideran que
todos los efectos Allee son efectos Allee fuertes. Los efectos débiles de Allee se utilizan
para describir casos en los que la tasa de crecimiento de la poblacion se ve afectada nega-

tivamente por los bajos tamanos de la poblacién, pero donde la tasa de crecimiento de la

44



poblacién per capita no puede ir por debajo de cero (por lo que las poblaciones creceran
en tamanos de poblacién bajos), mientras, el efecto Allee fuerte se usa donde la tasa de
crecimiento de la poblacién per cépita puede volverse negativa, lo que significa que hay
un punto critico en el tamano de la poblacién, por debajo del cual la poblacién tendera a

la extincidn.

La prevencion de colapsos poblacionales es también prioridad en conservacién biolégica
. Donde es extensamente conocido que poblaciones con baja densidad poblacional tienen
un gran riesgo de extincién. Sin embargo, muchos programas de conservacion, incluyendo
la reinsercién de especies, se concentran en los riesgos de extincion encontrados en muy
pequenas poblaciones y la existencia de un minimo tamano poblacional del cual estas es-
pecies no se pueden recuperar, el efecto Allee ha sido muy poco tomado en cuenta en esta
area. Otras dreas de investigacién donde el efecto Allee juega un rol critico es la invasién

de ecosistemas y el control bioldgico.

En fin, las mayores consecuencias directas del efecto Allee para la conservacién de
una especie son visibles a través de los cambios en la dinamica de la poblacion, parti-
cularmente a bajas densidades. El problema de la eventual extincién de una especie es
recurrente en una industria pesquera. Idealmente lo que se busca es la conservacion ante la
explotacion y/o pérdida de hébitats, o los impactos causados por muertes, depredadores
o competidores. Especies sujetas a fuertes efectos Allee tienen una mayor tendencia a ser
menos habiles para sobrellevar estas causas adicionales de mortalidad, mas lentos para

recuperarse, y mas inclinados a la extincion que otras especies.

Un modelo matemético que representa al Efecto Allee estd dado por la ecuacién di-
ferencial no lineal, donde esta ecuacion es una modificacion de la funcién de crecimiento

natural, introduciendo un nuevo factor en la funcién de crecimiento logistico, esta es:

dx x
B 1— Nz — 4.14
= a1 = ) —m) (114

Donde x(t) es el tamario de la poblacién de presas en cualquier tiempo ¢, mayor o igual
que cero, m > 0 es el tamano minimo viable de la poblacién (o umbral de extincién). r > 0

es la tasa de crecimiento intriseca de la poblacion y K > 0 es la capacidad de carga del

medio ambiente [7] .
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— Efecto Allee fuerte (m = 0)
— Efecto Allee débil (m=0)
E —— Efecto Allee débil (m = 0)
dt

Imagen tomada de [38]

Figura 4.9: Funciéon descompensada o comportamiento Allee

Sim > 0, la ecuacién diferencial representa el efecto Allee fuerte [37], donde la tasa de

crecimiento en el limite de baja densidad es negativa. Si 0 < x < m, la tasa de crecimiento
dx

es negativa( ver Figura 4.9), es decir, 7 < 0 lo que implica que la poblacién se extingue.

Es decir, la poblacion debe superar este umbral para poder crecer.

Si m < 0, la ecuacion diferencial representa el efecto Allee debil o una descompen-
sacién pura, donde la tasa de crecimiento es positiva en la densidad cero y no tiene un

umbral de crecimiento.
Otra grafica donde pueden corroborar lo dicho anteriormente es la siguiente:

4.4.3. Modelos depredador-presa

Definicién 4.4.2 Un lugar ecolégicamente y geogrdficamente distinguible y bien definido,

donde habitan una o mas poblaciones recibe el nombre de habitat

En un habitat pueden existir distintas poblaciones. Se puede elegir dos de ellas, las
que se consideran las mas importantes, omitiendo el efecto del resto de las especies, con
el objeto de profundizar en su interaccién . Aunque los resultados obtenidos de esta

manera son abstractos y pueden ser erréneos, puede ayudar en nuestro conocimiento de
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Figura 4.10: Comportamiento cualitativo de las soluciones

la dindmica. Cuando las especies interactian, la dinamica poblacional de cada especie se

ve afectada. Existen tres tipos principales de interaccién entre especies:

1. Si una especie sirve de alimento de la otra, se habla de una interaccién depredador-

presa.
2. Si ambas especies compiten por el mismo recurso, se habla de una competencia.
3. Si ambas especies se ayudan, se habla de cooperacion, simbiosis o mutualismo.

Recordar que nos interesa es la primera interaccién , por ello, en términos de las tasas
de crecimiento de ambas poblaciones, en el primer tipo de interaccion, la tasa de cre-
cimiento de una poblacién crece mientras que la tasa de crecimiento de la otra especie
decrece.

Nos concentraremos en el primer tipo de interaccién, la depredacién. Volterra (1926) pro-
puso un modelo depredador-presa simple para explicar la dindmica oscilatoria de cierta
poblacién pesquera capturada en el Mar Adriatico. Si x(t) representa la cantidad pobla-
cional de presas en el tiempo e y(t) representa la cantidad poblacional de los depredadores

en el tiempo, entonces el modelo es dado por:

@ = ax — bxy,
dt

X, (4.15)
% = cry — dy.

Los parametros del modelo tienen los siguientes significados biolégicos

= a: Es la tasa intrinseca de crecimiento de las presas.
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= b: Tasa de depredacién
= c: Tasa de conversién
= d: Tasa de mortalidad intrinseca del depredador.

Este fue el primer modelo propuesto de modelamiento depredador-presa.

4.4.4. Repuesta funcional de los depredadores

Definicién 4.4.3 El cambio en la densidad de las presas atacadas por el depredador por

unidad de tiempo es conocida como respuesta funcional del depredador.

La interaccién depredador-presa puede ser estudiada en términos de la respuesta fun-
cional del depredador a los cambios en la densidad de la poblacién de presas [2], consi-
derada en primera instancia por Solomon (1949). La respuesta funcional determina como
el namero de presas atacadas por el depredador cambia en relacion a la densidad pobla-
cional de ambas especies. Estas respuestas funcionales fueron propuestas e investigadas
en detalle por C.S Holling en 1959.el cual las clasifico en tres tipos,en funcién de iden-
tificar los componentes particulares, es decir, las caracteristicas de ambas especies, que
determinan la forma de estas relaciones. En el ano 1984, Taylor describe un cuarto tipo
llamado Holling tipo IV o repuesta funcional no monétona. A continuacién se presentan

estos cuatro tipos de respuesta funcional (ver [2] [8]).

4.4.4.1. Repuesta funcional Holling Tipo I

El nimero de presas atacadas por depredador aumenta en forma lineal mientras la
densidad de presas aumenta [2] y luego se estabiliza repentinamente en alguna cota. Esta
es una forma de respuesta caracteristica especies que se alimentan por filtracién. A bajas
densidades de presas, el nimero de presas consumidas por depredador es determinado por
la tasa de filtrado, el tiempo de exposicion (es decir, el tiempo ocupado en consumir la
presa) y la densidad de la poblacién de presas. Holling consideré que el tiempo requerido
para ingerir la comida es equivalente a un componente llamado tiempo de manejo, el cudl,
en este caso, ejerce su efecto solamente en altas densidades de presas. Holling concluyod
que habia tres componentes basicos que determinan la forma de la respuesta funcional:

el tiempo de exposicion (la duracién de las actividades de alimentacién ) y la tasa de
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bisqueda (en este caso, la tasa de filtrado) las cuales operan a bajas densidades de presas,
y en densidades de presas mas altas se adhiere el tercer componente, el tiempo de manejo
[37].

La funcién que representa esta respuesta es dada por:

ax si 0<zx<c,
h(z) : (4.16)

ac si c<zx

Donde a es una constante, ¢ representa la saturaciéon y z(t) es la densidad de la poblacién

de presas en el tiempo t > 0.

.'..'.[.J"] r'

Imagen tomada de [38]

Figura 4.11: Repuesta funcional de tipo Holling I

4.4.4.2. Repuesta funcional Holling Tipo II

Cuando aumenta la densidad de presas, el nimero de presas atacadas por depreda-
dor aumenta cada vez més lento hasta que se estabiliza. Esta es una forma muy comun
de respuesta funcional, la cual también es condicionada por tres componentes basicos;
el tiempo de exposicion, la tasa de bisqueda y el tiempo de manejo. Los primeros dos
componentes son definidos en una manera similar como en la respuesta de tipo I. Sin
embargo, el tiempo de manejo incluye el tiempo de perseguir, dominar y comer a cada
presa, como también el tiempo que el depredador toma para prepararse e ir a buscar mas
presas. Cuando la densidad de presas aumenta, mas presas son consumidas y mayor tiem-

po de exposicién es considerado por el tiempo de manejo, hasta que a altas densidades
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de presas, el depredador gasta todo su tiempo en el manejo de la presa. En la mayoria de

los casos, sin embargo, la funcién se estabiliza puesto que el depredador se satura.

La funcién que representa esta respuesta es (ver [3]):

h(z) = xqfa. (4.17)

Donde z(t) representa la densidad de la poblacién de presas en el tiempo ¢t > 0, ¢
es la tasa maxima de consumo per capita y a es la tasa de saturacion media, es decir,

la cantidad de presas en el que la tasa de depredacion alcanza la mitad de su valor maximo.

Se puede observar en la Figura 4.12 que si © — oo, entonces, h(z) — ¢, es decir, g es

el valor maximo de la tasa de depredacién de h(z).

h(x)

Imagen tomada de [38]

Figura 4.12: Repuesta funcional de tipo Holling II

4.4.4.3. Repuesta funcional Holling Tipo 111

Esta respuesta expresa una curva de crecimiento sigmoidea, donde la cantidad de pre-
sas atacadas por depredador aumenta lentamente a bajos niveles de poblacion de presas,
luego disminuye a altas densidades hasta que se estabiliza . Aqui, la cantidad de presas
consumidas se acelera con el aumento de la densidad de presas hasta que el tiempo de

manipulacién comienza a limitar su consumo.
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La funcién que representa esta respuesta es dada por (ver [3]).

2

h(z) = (4.18)

22 4 a?’

hix)

(;_ — — — — — —

Imagen tomada de [38]

Figura 4.13: Repuesta funcional de tipo Holling III

Donde z(t) representa la densidad de la poblacién de presas en el tiempo ¢ > 0, q es
la tasa maxima de consumo per capita y a es la tasa de saturaciéon media, es decir, la

cantidad de presas en el que la tasa de depredacion alcanza la mitad de su valor maximo.

4.4.4.4. Repuesta funcional Holling Tipo IV o no-monétona

Esta respuesta es utilizada para modelar comportamientos antidepradotorios (APB),
llamado formacién de grupos de defensa [2] y el fenémeno de agregacién [37], el cual es

empleado por las presas para evitar la depredacién.

La primera parte de la curva (ver Figura 4.14), puede corresponder a cualquiera de
los tipos previos de respuestas funcionales, por lo tanto, el foco de atencién surge por la
disminucién de la cantidad de presas consumidas que algunas veces se observa en altas
densidades de presas. Existen tres posibles causas de esta reduccion. Primero, los depre-
dadores se concentran menos en un presa individual cuando existen muchas presas para
escoger. Segundo, algunas presas pueden cooperar, compartiendo la carga de vigilar la

presencia de depredadores e informar a otros de la presencia. Tercero, algunas presas
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podrian intimidar e incluso defenderse contra el ataque de los depredadores.

Las funciones que representa esta respuesta Holling tipo IV, vienen dada por (ver [42]

[2] [44]):

qr
s W(z) = ——.
(z) x2 + a?
2
qr
u h = —
(z) 22 —bxr+a
m
. h(w):L,conlgmgn.
" 4 a”

h(x)

Imagen tomada de [38]

Figura 4.14: Repuesta funcional de tipo Holling IV

4.4.5. Modelo de tipo Leslie-Gower

El primer modelo de Leslie-Gower, propuesto por P.H. Leslie en 1948, se caracteriza
por que la ecuacion de crecimiento de la poblacién de depredadores es de tipo logistico,
donde la capacidad de carga del medio ambiente de los depredadores K, es una funcién
que depende de la cantidad de presas disponibles, es decir, K, = nz donde z = x(t)
indica el tamano de la poblaciéon de presas y n es una medida de la calidad de la presa
como fuente alimenticia para el depredador [1] [13] . La respuesta funcional es lineal, de

la forma h(z) = qx.
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El modelo de Leslie-Gower se representa mediante un sistema de ecuacion diferenciales
no lineales de la forma:

dx T

— =re(l = 5) —qzy,
X, : (4.19)
dy Yy
= = gy(1 — ).
dt sy( nx)

donde x = z(t) y y = y(t) indican el tamano de la poblacién de presas y depredadores,
respectivamente.
Nota: A partir de modelo de Leslie-Gower, se derivan otros modelos, considerado otros
tipos de respuestas funcionales, o bien, asumiendo que los depredadores tienen una fuente

alternativa de alimento.( Revisar el capitulo de ANTECEDENTES Y JUSTIFICACION).
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Capitulo 5

OBJETIVO DE LA
INVESTIGACION

5.1. Objetivo general:

Determinar las condiciones a un modelo depredador-presa de tipo Leslie con respues-
ta funcional Holling tipo IV modificado y efecto Allee en las presas, para una posible

extincion o preservacion de las especies interrelacionadas.

5.2. Objetivos especificos:

1. Identificar dindmicas no lineales de los modelos depredador- presa con distintas

respuestas funcionales de depredacién y efecto Allee en las presas.

2. Analizar el comportamiento dindmico de los depredadores — presa, cuando los de-

predadores disponen un alimento alternativo distinto a las presas.

3. Describir los diferentes comportamientos de las especies interrelacionadas a través

de la relacién de depredacion cuando el efecto Allee es fuerte y débil.
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Capitulo 6

METODOLOGIA

6.1. Enfoque y tipo de investigacion

Kuhn expresa “que el uso de un lenguaje diferente conlleva la generacién de signi-
ficados diferentes” (Kuhn,2008), se propone el empleo de la complejidad como enfoque

metodoldgico.

El uso de la complejidad como enfoque metodologico hace indispensable que la presen-
te investigacion no se debe enmarcar en un enfoque de tipo de investigacion tradicional,
segun L. Kuhn(2008) a clara que realizar una investigacién sobre comportamiento de seres

vivos, exige la conciencia de estar frente a un fenémeno complejo.

Esta investigacion se enmarca en el campo de la biologia-matematica, ademas, esta
investigaciéon presenta caracteristicas de un enfoque mixto, que segin Samperini(2018)
la ruta de investigaciéon mixta se enmarca como la integracién que implica combinar los
métodos cuantitativos y los cualitativos en un mismo estudio, puesto que presenta las
caracteristicas de un estudio cualitativo por que tiene la caracteristica de explorar y des-
cribir. De este modo, las variables a estudiar son la cantidad depredadores y presas con

sus respectivos parametros que describen un cierto comportamiento de depredacion.

El tipo de investigacién de este trabajo se enmarca en una investigacién bésica o
también denominada investigacion pura, tedrica o dogmatica. Pues el objetivo de este

trabajo es incrementar modelos que se aproximen mas al modelamiento matemaético y
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biolégico de depredadores y presas.

6.2.

Estrategias metodolégicas

El método cientifico que empleamos para el desarrollo de este trabajo esta dividida en

cuatro etapas:

Etapa 1: Realizacién del estado del arte sobre estos modelos.

1.

2.

Indagar sobre trabajos realizados de este tema a nivel regional, nacional e interna-

cional.

Revision de los parametros del modelo.

Etapa 2: Analisis del modelo.

1.

D.

Buscar una equivalencia topoldgica al modelo a estudiar. Este proceso se realiza con
el fin de reducir la cantidad de parametros y que los calculos sean mas sencillos al

momento de realizar el estudio del modelo ( Ver la seccién 4.3.4).

. Realizacion de la matriz Jacobiana. Esto se hizo con el fin de encontrar los compor-

tamiento de los diferente puntos de equilibrio.

. Encontrar la regién de invarianza. Esta region se encuentra para evidenciar que las

soluciones del sistema estan dentro de una region positiva.

Mostrar que el sistema es acotado. Se realizo con el objetivo de ver la validez del
sistema y poder evidenciar que sin importan que las presas se extingan los depre-

dadores no van a crecer infinitamente.

Comportamiento de los puntos de equilibrio del sistema.

Etapa 3:Realizacion de simulaciones numéricas.

1.

2.

Uso del paquete pplane8 que pertenece a Matlab, con el fin de realizar las simula-

ciones numeéricas con sus respectivas graficas.

Analisis de la sensibilidad del sistema a las variaciones de los pardmetros, con el

propésito de evidenciar los resultados que se obtuvieron en los procesos matematicos.

Etapa 4:Conclusiones.
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6.3.

Herramientas de investigacion

En esta investigacion se usaros las siguientes herramientas tecnoldgicas:

Cuadro 6.1: Herramientas teleméticas utilizadas.

No.

HERRAMIENTA

APLICACION

1

3

Matlab

Geogebra

Symbolab

En este programa se realizaron las simulaciones numéri-
cas de los dos modelos estudiados en esta investigacién,
ademas, se uso una libreria de este programa llamada
Pplane8, la cual contribuyo a las gréaficas de las simula-
ciones.

En este aplicativo se realizaron las regiones de invarianza
de los dos modelos estudiados.

Geogebra en sus origenes funcionaba como calculadora
para trabajar el dlgebra y la geometria, pero al pasar
del tiempo han ido realizando actualizaciones que apor-
tan a la ensenanza y aprendizaje de las matematicas
para casi todos los niveles de la educacién. Combina
dindmicamente la geometria, algebra, calculo, analisis y
estadistica en un unico conjunto tan sencillo como po-
tente .

Esta herramienta contribuyo en los procesos de opera-
ciones algebraicas para poder encontrar la equivalencia
topoldgica, la matrices jacobianas, entre otros procesos.
Pues bien, Symbolab es una herramienta avanzada
de educacién matematica que permite a los educan-
dos aprender, practicar y descubrir temas matematicos.
Ademas, proporcionas soluciones automatizadas paso a
paso para los temas de algebraicos, trigonométricos y de

calculo que abarcan diferentes niveles de rigurosidad.

fuente: Elaboracién propia (2022)
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Capitulo 7

ANALISIS Y DISCUSION DE
RESULTADOS

En este apartado se analizara dos modelos de tipo Leslie-Gower, uno considerando que
la poblacion de presas es afectada por el efecto Allee fuerte y otro con el efecto Allee debil,
ademds, estos modelos tendran una respuesta funcional tipo IV y un alimento alternativo
para los depredadores. Hacemos énfasis que el modelo uno es con efecto Allee fuerte,es
decir, cuando m > 0, y analizamos la estabilidad local de los puntos de equilibrio que
se encuentran sobre los ejes coordenados y los que se encuentran al interior de la region
de invarianza. Se realizaran algunas simulaciones en Mathlab con el fin de evidenciar y
precisas sus comportamiento con los resultados obtenidos en el andlisis. El modelo dos es
con efecto Allee débil, es decir, cuando m = 0 y realizamos los respectivos anélisis que se

hicieron en el modelo uno para comparar los posibles comportamientos de las especies.

7.1. Modelo uno (Efecto Allee fuerte)

7.1.1. El modelo a estudiar

El modelo a estudiar se expresa mediante un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias, auténomas no-lineales de tipo Kolmogorov, dado por:

(da:_ <1 x)( ) qx’y
a KT T e et a

X, (7.1)

@zsy R—
| dt nr+c/




Donde = = z(t) y y = y(t) indican el tamano de la poblacién de presas y depredador
respectivamente en cada tiempo ¢ > 0 (medido como biomasa, el nimero de individuos o

densidad por unidad de superficie o volumen)

Aqui = {(r,K,m,q,a,b,s,n,c) € RY / 0 <m < K}; donde, todos los pardmetros
son positivos, todos tienen diferentes significados ecoldgicos.

Los parametros r, K, q,a,b, s,n y ¢, se definen la siguiente manera:

= 7: Tasa de crecimiento intrinseco de la poblacién de presas.

K: Capacidad de carga del medio ambiente de las presas.

¢: Tasa maxima de consumo per capita ( nimero de presas consumidas por cada

depredador en una unidad de tiempo).

m Constante del efecto Allee o el umbral de poblacion viable, cuando m > 0

a: Tasa de saturacion media, es decir, la cantidad de presas en el que la tasa de

depredaciéon alcanza la mitad de su valor maximo

b: Tasa de saturacién de depredadores, es decir, la cantidad de presas es tan alta

que los depredadores no pueden consumirlas todas.

s: Tasa de crecimiento intrinseco de la poblacion de depredadores.

n: Medida de calidad de presas como fuente alimenticia para el depredador.

c: Es el tamano de alimento alternativo para los depredadores.

Notemos que el sistema 7.1 no esta definido en el eje y, particularmente en el punto
(0,0), pero ambas isoclinicas pasan a través de este punto [8] y para nuestro modelo, es
un punto de especial importancia como mostraremos mas adelante.

El sistema 7.1 esta definido en el conjunto:
Q={(z,y) eR*/ >0, y >0} =R xR{

Con el fin de obtener un sistema topoldgicamente equivalente al sistema 7.1, realiza-
remos un cambio de variable y un cambio en la escala del tiempo. Para simplificar los

célculos hacemos los siguientes cambios de variable [8, 20].
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rK

r=Ku, y=nKv andT:( L c) (Ku)?  bK O L,
u+ — - —u
nk a a
que dan lugar a la funciéon ¢ : 2y x R — Q2 x R
(u+ c>((Ku)2 bK +1)
u+—) | ————u
k
definida por: p(u,v,7) = | Ku,nKwv, r a a 7| = (2,y,1),

rK

donde Q; = {(u,v) € R*/ v >0, v > 0}.

Podemos ver que detJp(u,v,7) =

Ku)? K
"—ku(( v) —b—u+1)>0,sib>2\/5

r a a

Esto quiere decir que ¢ es un difeomorfismo que mantiene la orientaciéon del tiempo
[2]; y por lo tanto, el cambio de variable transforma el sistema 7.1 en uno topolégicamente
0 0

equivalente [8, 25, 42] Z, = ¢ o X,,, donde Z,(u,v) = P(u, v)a— + Q(u, v)a—
u v

Lema 1 FEl sistema 7.1 es topologicamente equivalente al siguiente modelo de tipo Kol-

mogorov
du 9
o= w(u+ D)[(1 —u)(u— M)(Au® — Bu+ 1) — Nuwv),
-
Zy : (7.2)
dv 9
i Wo(u — v+ D)(Au® — Bu + 1).
-

Donde = (M,N,W, A, B, D) € Rf y B > 2/A.

Demostracion: Si z = Ku, y, y = nKwv, se tiene que:

dx du dy v
— = K—, y, —= = nK—.Reemplazando en el sistema 7.1 se tiene.
a(lt Kdu dt (1dt ” dt | Ky

— = [r(l —u)(Ku—m) —

dt K2u? —bKu+a ’

nK@ = snKv (1— n—KU) .
dt

L nKu+c

Luego,
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(
du m gnkK uv
E:TKU (1—u)(u—?)— ra [(K?u? bKu ’
)
a a
dv nKv
i sv|1l-— e c
L n (U + ﬁ)
Por lo tanto,
(
du m qgnK uv
%ZTKU (l—u)(u—?)— ra [(K*u®> bKu ’
(o)
a a
c
d_v o U+ ﬁ -
dt ¢
U+ —
\ nk
: : : rK .
Haciendo el cambio en la escala del tiempo 7 = 55 t, y utili-
(u+ c ) K*u bK 1
U+ — - —u
nk a a
dz  dzZd
zando la regla de la cadena = d_d_; con Z = (u,v), se tiene el sistema:
T
(
du rK m qn K uv
— — rKu (1= M
dr c K*u? bK riu | ( u)(u K) ra [ K?u? bKu
(u+ —=) - —u+1 -
nk a a a a
4
c
d_U rK . u + n_K — v
dT(+ c) K*u?  bK Y u—l—i
U+ — - —u
\ nkK a a nk
que es equivalente al sistema
( du c m. ( K*u? bK qnK
g S I T _ _ 1) —
dr u(u+nK){< u)(u K)( a a ) ra uv],
dv s ( +C)K2u2 bK 1
—=—vu—v+— - —u
L dr K nk a a
. o m qnkK S
Haciendo algunas sustituciones M = e <l,con0 <M< 1 N = , W = e
ra r
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& . .. . . . . ,
A=— B=—yD= o se obtiene el siguiente sistema polinomial con seis parame-
a n

tros que sera el que vamos analizar:

X = u(u+ D) [(1— u)(u— M) (Ad® ~ Bu+ 1) — Nuo]
dv 2
E:WU(u—U—FD)(Au —Bu+1).

El sistema 7.2 estd definido en el primer cuadrante, es decir:
Q= {(u,v) ER*/ u>0, v>0} =R{ xRY

. La matriz Jacobiana del sistema 7.2 es:
J11 —u*N(u+ D)

JZ,(u,v) =
J21  W(u—2v+ D)(Au® — Bu+1)
Donde
J11 = —6Au’+5(A— DA+ B+ AM)u* + 4(—B + AD + BD — AM — BM +

ADM — 1)v* +3(-DB — D+ BM + M — ADM — BDM — Nv + 1)u* +
2(D — M + BDM + DM — NDv)u — DM

J21 = Wu[34u® +2(—B — Av+ 2AD)u + Bv — BD + 1]

El nuevo sistema 7.2 tiene el origen (0,0) del plano u — v como punto de equilibrio
y aunque en el sistema 7.1 no se consideraba x = 0, en el plano u — v si se considera
debido al cambio de coordenadas y escalamiento de tiempo establecidos. La dindmica en
una vecindad del punto (0,0) en el plano x — y queda entonces reflejada por la dindmica

en una vecindad del punto (0,0) en el plano u — v.

7.1.2. Resultados principales
Lema 2 El conjunto A = {(u,v) € R?/ 0 <u <1, v>0},es una region de invarianza.

Demostracion: Para el sistema 7.2;se tiene:

. U dv . .
= Si u = 0, entonces = 0, y, pr —Wwou(v — D) < 0y es equivalente deicr, que
T T
las trayectorias permanecen sobre el eje v, ahora, si v < D entonces tienden a ser
positivas, ahora bien, si v > D entonces tienden a ser negativas. y es equivalente

decir, que las trayectorias permanecen sobre el eje v.
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d d
» Si v =0, entonces d_v =0,y d_u = —u(u+ D)[(u—1)(u— M)(Au® — Bu+1)] <0
T T

y las trayectorias permanecen sobre el eje u, ahora, u < M entonces tienden a ser
negativas ,y , u > M entonces tienden a ser positivas, luego, si v > 1 Entonces

tiende a ser negativa.

d d
= Si u = 1, tenemos que d_u = —Nv(l + D) < 0, y por cualquier signo de d_v =
T T

—Wou(=1+v—D)(A— B+1) <0, las trayectorias ingresan a la regién A.

0 (M,0) (L0)

fuente: Elaboracién propia (2022)

Figura 7.1: La regién de invarianza A (Efecto Allee fuerte).

Lema 3 Las soluciones del sistema 7.2 son acotadas.

Demostracion: Con el objetivo de demostrar que las trayectorias estan acotadas, se
analiza su comportamiento en el infinito mediante la compactificacién de Poincaré [8, 23,

35, 37]. para esto se introduce las variables :
1
X = E7 Y Y =-
v v

entonces

Fral i R i

dX 1 [ du dv} dY 1 dv
= ) Y7

66



Después de algunas simplificaciones algebraicas, el nuevo sistema viene dado por:

C;—)T( = %[X(X—FDY)[(Y—X)(X — MY)(AX? - BXY +Y?) — NXY?

Zy +WXY?(1 - X — DY)(AX? — BXY +Y?),

dy 1
— = (W1 - X —-DY)AX? - BXY +Y?).

1
Si hacemos el cambio en la escala de tiempo T" = —7, se obtiene el siguiente sistema

y5
‘é—); = X(X+DY)[(Y - X)(X - MY)(AX? - BXY +Y?) — NXY?
Zy +WXY?(1 - X — DY)(AX? - BXY +Y?),
Y
Z—T =WY?*(1 - X — DY)(AX? - BXY +Y?).

Por lo tanto

. 0 0
JZ,(0,0) =
0 0
Utilizando el método del blowing-up ( ver [8, 24]), con el objetivo de desingularizar el

origen en el campo vectorial Zn(X ,Y'), hacemos los cambios de variable:

X=r Y =1r%s entoncest—dr ds_l dY— sdr
—hyL b e ar —dar Y ar ~ w2 \dr ~ “ar

Por lo tanto, el sistema anterior se transforma en el sistema.

d
d_; = 7%[(1 + Drs)[(rs — 1)(1 — Mrs)(A — Brs +r?s*) — Nrs?|
+Wrs?(1 —r — Dr?s)(A — Brs + r?s?)],
d
é = r°s[Wrs?*(1—r—Dr?s)(A—Brs+r?s*)—=2[(14+Drs)[(rs—1)(1—Mrs)(A—Brs-+r*s?)

—2Nrs?]] — 2Wrs?*(1 —r — Dr?s)(A — Brs + r?s?)].

Consideramos el cambio en la escala del tiempo ¢ = r°T. Obtenemos:

' Z—z — r[(1 + Drs)[(rs — 1)(1 — Mrs)(A — Brs + r’s?) — Nrs?]
A +Wrs?(1— 1 — Dr?s)(A — Brs + 1%s%)],
i s[-Wrs*(1 —r — Dr?s)(A — Brs +r?s*) — 2[(1 + Drs)[(rs — 1)(1 — Mrs)
(A= Brs +12s%) — 2Nrs?).
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que tiene matriz Jacobiana en el punto (0,0)
JZ,(0,0) =

Donde

detJ Z,(0,0) = —2A2 < 0,

Se tiene que (0,0) es un punto de silla de los campos vectoriales Z y Zn y por lo
tanto, el punto (0, 00) es un punto de silla del campo vectorial compactificado. Es decir,

las soluciones 7.2 son acotadas [§].

7.1.3. Naturaleza de los puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio del sistema 7.2 son: Py = (0,0), P, = (1,0), P, = (M,0) y
P; = (0,D). El punto de equilibrio que se encuentra en el interior es P, = (u,v), con

v=u-+ D y u satisface la siguiente ecuacién:

4
> Al =0, (7.3)

Donde se le dan los coeficientes A;:
Ay =A, A3 =—(A+B+AM), Ay = B+AM+BM+N+1, Ay =—(14BM+M—-ND),
Ag= M.

Esta ecuacién cudrtica tiene en general dos raices:

7.1.3.1. Condicién de al menos una raiz positiva de la ecuacion 7.3

Aqui encontramos condiciones suficientes para la existencia de una raiz positiva de la
ecuacion 7.3.
Suponiendo que habra una raiz compleja v y también su conjugada v* de modo que este
par de raices complejas construyan la cuadratica con discriminante negativo u? +bu+d =

(u —79)(u —~*) = u? — 2Re(y)u + |y|*> dénde b y d son constantes reales con |y|* > 0.
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Ecuacion 7.3 entonces tendra la siguiente factorizacion.
4
Z At = Ag(u? + bu+ d)(u? + pu+q)
= Agfut + (p+ ) + (¢ + bp + d)u? + (bq + dp)u + dg,

Donde p y g son determinantes. Al igualar el coeficiente de potencia similares de u a la

izquierda y a la derecha, obtenemos:

Ag AQ Al AO
p= 23 +d=2"2 bo+dp="2 dg=22
P+ A, q+0op+ A, q +ap A, q A,
por lo tanto
AO AO Ag Ag
=20 20 and p=22 — b= 22 4 2Re(r).
q A4d A4|’}/‘2 p A4 A4 (,7)

Las otras dos raices de la ecuacién se encuentran asi:

O [—p + /p? — 4q] e [—p — /P?* — 4q]
3 y %3
2

- 2

Aplicando las condiciones g < 0, p > 0, obtenemos uz(,)l) > 0, que asegura la singularidad

y viabilidad del punto de equilibrio en el interior.

7.1.3.2. Puntos de equilibrio sobre los ejes.

En esta seccion analizaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio que se encuen-

tran sobre los ejes coordenados, es decir, sobre el eje u y v.
Lema 4 Para todo (A, B, N,W.D) el punto Py = (0,0) es un punto silla hiperbolico.

Demostracion: Evaluando la matriz Jacobiana del sistema 7.2 en el punto de equi-
librio Py = (0,0) es:
—-DM 0
0 WD

JZ,(0,0) =

Como
detJZ,(0,0) = —=WMD? < 0, por que 0 < M <1y W > 0. la singularidad (0,0) es un
punto de silla hiperbdlico. [25].

Lema 5 Para todo (A, B, M,N,W), P, = (1,0) es un punto de silla hiperbdlico.

69



Demostracion:Evaluando la matriz Jacobiana del sistema 7.2 en el punto de equilibrio

P =(1,0) es:

(M -1)(D+1)(A-B+1) —N(D+1)

JZ,(1,0) =
0 W(D+1)(A—B+1)

donde
detJZ,(1,0) = W(M —1)(D + 1)*(A— B+1)* <0, por que M < 1y W > 0.Luego, la
singularidad (1,0) es un punto de silla hiperbdlico [25].

Lema 6 Para todo (A, B, M,N,W), P, = (M,0) es un punto repulsor .

Demostracién:Evaluando la matriz Jacobiana del sistema 7.2 en el punto de equilibrio

Py, = (M,0) es:

M(1— M)(M + D)(AM? — BM +1) —~NM?*(M + D)
JZ,(M,0) = ,
0 W (M + D)(AM? — BM + 1)
Donde
detJZ,(M,0) = WM (1 — M)(M + D)>(AM? — BM +1)> >0, con M < 1
y
tra(JZ,(M,0)) = (AM? — BM + 1)(M + D)[M(1 — M) + W] > 0,

entonces, P, = (M, 0) es un punto repulsor . [25].
Lema 7 Para todo (A, B, M,N,W), Py = (0,D) es un punto hiperbélico atractor.

Demostracion: Evaluando la matriz Jacobiana del sistema 7.2 en el punto de equilibrio
P;=(0,D) es:
—DM 0

JZ,(0, D) = ,
WD —WD

Donde

detJZ,(0,D) = WMD? > 0,

y

tra(JZ,(0,D))) = ~DM — WD < 0,

entonces, P3 = (0, D) es un punto hiperbdlico atractor. [25].

Nota: Si D = 0, esta singularidad colapsa con (0,0) [24].
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7.1.3.3. Comportamiento del sistema alrededor de P, = (u,u+D) = (H, H+ D)

Para el anédlisis del punto de equilibrio interior, es importante evaluar el punto en la

matriz Jacobiana del sistema 7.2, tenemos:

J11 —H?N(H + D)
JZ,(H,H + D) =
J21  —W(H + D)(AH? — BH + 1)
Donde,
JI1 = —6AH® +5(A— DA+ B+ AM)H* 4+ (—4B +4AD +4BD — 4AM — 4BM +

AADM — 4 — 3N)H? + (=3DB — 3D + 3BM + 3M — 3ADM — 3BDM —
SND +3)H® +2(D — M + BDM + DM — ND*)H — DM

J21 = W(H + D)[AH? + (=B +2AD)H +1]
Luego, realizando varios procedimientos algebraicos obtenemos la siguiente traza:

traJZ,(H,H+ D) = —6AH°+5(A— DA+ B+ AM)H*+ (—4B +4AD +4BD —
4AM —4BM + 4ADM — 4 — 3N — WA)H? + (-3DB — 3D +
3BM +3M — 3ADM — 3BDM —5ND + 3+ WB — ADW)H?
+(2D — 2M +2BDM +2DM — 2ND* — W + BWD)H
~D(M + W)

Nosotros podemos concluir que el determinante de la matriz Jacobiana es:
detJZ,(H,H+ D) = J11 % J22 — J12 % J21

Sustituyendo cierto valores, obtenemos:
—6A
5(A— DA+ B+ AM)
(=4B +4AD +4BD — 4AM — 4ABM + 4ADM — 4 — 3N — W A)
(=3DB —-3D +3BM +3M —3ADM —3BDM —5ND +3+WB — ADW)
S = (2D —2M +2BDM +2DM — 2ND? — W + BW D)

P
Q
O
R

reemplazando en la traza tenemos:

traJZ,(H,H + D) = PH® + QH* + OH® + RH*SH — D(M + W)
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Es importante, para este andlisis asumir que det.JZ,(H, H + D) > 0, lo que significa que

la naturaleza de los puntos dependen del signo de la traza.
T =PH’+QH"+OH®+ RH*SH — D(M + W)

Denotaremos por E = (trJZ(H,H + D))? — 4detJZ(H, H + D), para poder determinar

que el punto positivo es nodo o foco.
Teorema 4 Naturaleza del punto de equilibrio positivo.

1. Supongamos que vy > v,, entonces,

PH® 4+ QH*+ OH3+ RH? + SH
(M + W) '

a) Esun atractor hiperbdlico, si y solo si, D >

1) Es un nodo atractor, si y solo si, E > 0.

2) Es un foco atractor, si y solo si, E < 0.

PH’+ QH*+OH? + RH?> + SH
(M +W) '

b) Es un repulsor hiperbdlico, siy sdlo si, D <
1) Es un nodo repulsor, si y sélo si, £ > 0.
2) Es un foco repulsor, si y sdlo si, E < 0.

c) Es un foco débil ( equilibrio no-hiperbdlico), si y solo si:

PH®+ QH*+ OH?®+ RH? + SH

b= (M+W)

2. Supongamos que vs < v, entonces,(H, H+ D) es un nodo o foco repulsor hiperbolico.

Prueba: Evaluando la matriz Jacobiana en el punto (H, H + D) y asumiendo que T es
negativo, positivo o cero, y considerando las posiciones relativas de la variedad estable del

punto (H, H 4+ D) y la variedad inestable del punto (1,0).

7.1.4. Algunas simulaciones.

En esta seccién se realizan simulaciones del sistema adimensional en u y v, con el obje-
tivo de ilustrar los resultados de los lemas anteriores. Se puede observar en las simulaciones
que independientemente los valores que tomen los pardmetros A, B, N, W, M, y D € R*,

se tiene:

El punto (0,0) es un punto de silla, el punto (M, 0) es un punto repulsor, el punto (1,0)

es un punto de silla y el punto (0, D) es un punto hiperbolico atractor.
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7.1.4.1. Dos singularidades

En esta simulacién le proporcionamos los siguientes valores a los parametros: A = 0.7,

B=125 N=008W=01M=03yD=04.

u'=uu+D)((1-u)(u-M)(Au-Bu+1)-Nuv)A=07 W=01 B=125
v':Wv(u-v-l-DHAuz-Bu-l-ﬂ M=03 N=008 D=04

|
|
18F | N
|
16
|
14F . -

(HaHe:D)
12f

0.8

T

0.6

04

021

n n2
Cursor position: (-0.133,2)

fuente: Elaboracién propia (2022)

Figura 7.2: Simulaciéon con dos singularidades

Para estos valores de los parametros, el programa matlab arroja unos ciertos resul-
tados prediciendo el comportamiento de los puntos de estabilidad, los cuales concuerdan
con los andlisis realizados en los lemas anteriores. En la tabla siguiente se mostrara el

comportamiento de los puntos:
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4. pplaned Eq.. — O >

There is a saddle point at (0, 0).

The Jacobian is:
-012 0
0 0.04

The eigenvalues and eigenvectors are:
-012 (1,0)
0.04 (0,1

Display the linearization

Go away

(a) El punto de equilibrio (0, 0)

4 pplaned Eq.. — O >

There is a nodal sink at (0, 0.4).

The Jacobian is:
-0.12 0
0.04 -0.04

The eigenvalues and eigenvectars are:
-0.04 (0, 1)
-0.12  (0.89443, -0.44722)

Display the linearization

Go away

(c) El punto de equilibrio (0, D)

4. pplaned Equilibriv..  — a X

There is a saddle point at (0.34975, 0.74975).

The Jacobian is:
0.079928 -0.0073372
0.043617 -0.048617

The eigenvalues and eigenvectors are:
0.077091 (0.93268, 0.36071)
-0.045779 (0.058268, 0.9983)

Display the linearization

Go away

(e) El punto de equilibrio (Hy, H1 +
D)

4. pplanef Eq.. — O >

There is a nodal source at (0.3, 0).

The Jacobian is:
010114 -0.00504
0 0.04816

The eigenvalues and eigenvectors are:
010114 (1,0)
0.04816 (0.094709 0.8855)

Display the linearization

Go away

(b) El punto de equilibrio (M, 0)

4. pplaned Eq.. — O >

There is a saddle point at (1, 0).

The Jacobian is:
-0.441 -0112
0 0.063

The eigenvalues and eigenvectors are:
0441 (1,0)
0.063 (-0.21693, 0.97619)

Display the linearization

Go away

(d) El punto de equilibrio (1,0)

4. pplaned Equilibrium point data — O X

There is a spiral sink at (0.67432, 1.0743).

The Jacobian is:
-0.10603 -0.03908
0.051073 -0.051073

The eigenvalues and eigenvectors are:
-0.078553+0.035224i (-0.40499+0.51911i, 0.75267)
-0.078553-0.035224i (-0.40499-0.51911i, 0.75267)

Display the linearization

Go away

(f) El punto de equilibrio (Hs, Hy + D)

Figura 7.3: Resultados de matlab sobre el comportamiento de los puntos de estabilidad,
cuando hay dos singularidades dentro de la regién de invarianza(Efecto Allee fuerte).

fuente: Elaboracién propia (2022)
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7.1.4.2. Una singularidad

En esta simulaciéon dimos los siguientes valores a los parametros: A = 0.7, B = 1.25,

N =008 W=0.1M=0375y D =0.4.

u'=u@+D)((1-u)(u-M)(AuZ-Bu+1)-Nu@=07 W=01 B=125
V' =Wy (u-v+D) (Au2-Bu+1) M=0375 N=008 D=04

Print

Quit

fuente: Elaboracién propia (2022)

Figura 7.4: Simulaciéon con una singularidades

Para estos valores de los pardmetros, el programa matlab arroja unos ciertos resultados
prediciendo el comportamiento de los puntos de estabilidad, los cuales concuerdan con los
analisis realizados en los lemas anteriores. En la tabla siguiente se mostrara el comporta-

miento de los puntos:
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4 pplaneffq.. — O X 4 pplaneBfg. — O X
There is a saddle point at (0, 0). There is anodal source at (0.375, 0).
The Jacobian is: The Jacobian s
015 0 0.11433 -0.0087187
0 0.04 0 0.048301
The gigenvalues and eigenvectors are: The eigenvalues and eigenvectors are:
-015 (1,0) 011438 (1,0)
004 (01) 0.048801 (01318 0.99123)
Display the linearization Display the linearization
(G0 away G0 away
(a) El punto de equilibrio (0, 0) (b) El punto de equilibrio (M, 0)
4 pplaneBfg. — O X 4 pplaneffq.. — O X
There is a nodal sink at (0, 0.4). There is a saddle point at (1, 0).
The Jacobian is: The Jacobian is:
-015 0 -0.39375 0.112
0.04 -0.04 0 0.063
The eigenvalues and eigenvectors are: The eigenvalues and eigenvectors ara:
-0.04 (0,1 -0.39375 (1,0}
-0.15 (0.93979 -0.34174) 0.063 (-0.23815 0.97123)
Display the linearization Display the linearization
Go away (G0 away
(c) El punto de equilibrio (0, D) (d) El punto de equilibrio (1,0)

Figura 7.5: Resultados de matlab sobre el comportamiento de los puntos de estabilidad,
cuando hay una singularidad dentro de la regién de invarianza(Efecto Allee fuerte).

fuente: Elaboracién propia (2022)

Nota: El punto (H*, H* 4+ D), no arroja resultados de su comportamiento en el apli-

cativo matlab. Pero analizando la Figura 7.4 ; podemos deducir que es un punto cuspide.
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7.1.4.3. Ninguna singularidad en el primer cuadrante.

En esta simulacién dimos los siguientes valores a los parametros: A = 0.7, B = 1.25,

N=008W=01M=06y D =04

u'=u(u+D)((1-u)(u-M)(Au?-Bu+1)-Nuv) A=07 W=01 B=125
V'=Wv(u-v+D)(AuZ-Bu+1) M=06 N=008 D=04

18 1

T
1

16

08

T

06

04r

02

——

n nn nA
Cursor position: (-0.149, 1.94)

fuente: Elaboracién propia (2022)

Figura 7.6: Simulacién sin singularidad

Para estos valores de los parametros, el programa matlab arroja unos ciertos resulta-
dos prediciendo el comportamiento de los puntos de estabilidad, los cuales concuerdan
con los andlisis realizados en los lemas anteriores. En la tabla siguiente se mostrara el

comportamiento de los puntos:
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4 pplanelfq.. — O X

There is a saddle pointat (0, 0).

The Jacobian is:
0240
0 0.04

The eigenvalues and eigenvectors are;
024 (1,0)
0.04 (0,1

Display the linearization

30 away

(a) El punto de equilibrio (0, 0)

4 pplaneffg., — O X

There is a nodal sink at (0, 0.4).

The Jacobianis:
024 0
004 004

The gigenvalues and eigenvectors are:
004 (0,1)
-0.24 (0.98058,-0.19612)

| Display the linearization |

| Go away |

(¢) El punto de equilibrio (0, D)

4 pplaneffq.. — O %

There is a nodal source at (0.6, 0).

The Jacobian is:
0.12048 -0.0288
0 0.0502

The eigenvalues and eigenvectors are;
0.12048 (1,0
0.0502 (0.37919,0.92532)

Display the linearization

o away

(b) El punto de equilibrio (M, 0)

4 pplaneffq.. — O X

There is a saddle point at (1, 0).

The Jacobian is:
-0.252 -0.112
0 0.063

The eigenvalues and eigenvectors are:
-0.252 (1,0)
0.063 (-0.33501, 0.94222)

Display the linearization

(30 away

(d) El punto de equilibrio (1,0)

Figura 7.7: Resultados de matlab sobre el comportamiento de los puntos de estabilidad,
cuando no hay singularidades dentro de la regién de invarianza(Efecto Allee fuerte).

fuente: Elaboracién propia (2022)
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7.2. Modelo uno (Efecto Allee débil)

7.2.1. Modelo a estudiar

En lo que sigue el trabajo de investigacion vamos a considerar el efecto Allee débil, es
decir, cuando m = 0. El modelo a estudiar se expresa mediante un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias, auténomas no-lineales de tipo Kolmogorov, dado por:

( dx 2 ( a:) gy
22 —br+a’

d_y =sy(1l— i
| dt nr+c/’

Donde x = z(t) y y = y(t) indican el tamano de la poblacién de presas y depredador

respectivamente en cada tiempo ¢ > 0 (medido como biomasa, el nimero de individuos o

densidad por unidad de superficie o volumen)

Aquivy = {(7“, K,q,a,b,s,n,c) € Ri}, donde, todos los parametros son positivos, todos
tienen diferentes significados ecoldgicos.

Los parametros r, K, q, a, b, s, nyc, se definen la siguiente manera:

r: Tasa de crecimiento intrinseco de la poblacion de presas.

K: Capacidad de carga del medio ambiente de las presas.

¢: Tasa maxima de consumo per cdpita ( nimero de presas consumidas por cada

depredador en una unidad de tiempo).

= a: Tasa de saturacion media, es decir, la cantidad de presas en el que la tasa de

depredacion alcanza la mitad de su valor maximo

b: Tasa de saturaciéon de depredadores, es decir, la cantidad de presas es tan alta

que los depredadores no pueden consumirlas todas.

s: Tasa de crecimiento intrinseco de la poblacion de depredadores.

n: Medida de calidad de presas como fuente alimenticia para el depredador.

c: Es el tamano de alimento alternativo para los depredadores.
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Debido a la gran cantidad de parametros que tiene el sistema 7.4, realizaremos un cambio
de variable y un cambio en la escala del tiempo. Para simplificar los cdlculos haremos los

siguientes cambios de variable (ver [8], [20])

K
r=Ku, y=nKv y7t= r t

(u+5) ((KU>2 — bﬁu + 1)

a a
que dan lugar a la funcion ¢ : 2; x R — Q2 x R

(u+5) ((KU)2 — b—Ku + 1)

definida por p(u,v,7) = | Ku,nKwv, aK a4 7| =(x,y,1)
r

donde Q; = {(u,v) € R*/ v >0, v > 0}.

Podemos ver que:
k Ku)? K
detDp(u,v,T) = Al ((_u) - —u+ 1) > 0.
r

a a

Esto quiere decir que ¢ es un difeomorfismo que mantiene la orientaciéon del tiempo
[?] v por lo tanto el cambio de variable transforma el sistema 7.4 en uno topolégica-
mente equivalente (ver [25] [42]) con campo vectorial Z, = ¢ o X, [8], donde Z,(u,v) =
P(u,v)3 + Q(u, v)ﬁ, descrito por el sistema de ecuaciones diferenciales polinomiales

ou ov

de cinco parametros del tipo de Kolmogorov:

d
d_u =u*(u+ D)[(1 — u)(Au® — Bu+ 1) — Nv,
-
Ty : (7.5)
dv 5
d—:WU(u—U—l—D)(Au — Bu+1).
-
K 2
donde n = {(N,W,A,B,D) e Rf} con N = &, W = i, A = 5,3 — b y
c ra ri a a
D=—
nk

La matriz Jacobiana del sistema 7.5 es:
. J11 —Nu*(u+ D)

JZ,(u,v) =
J21  W(u—2v+ D)(Au* — Bu+1)
donde

J11 = u[—6Au* + 5(A+ B — AD)u® + 4(—B + AD + BD — 1)u* + 3(=BD — D — Nuv+

1)u+ 2(D — NDv)]

J21 = Wo[3Au? + 2(—B — Av + 2AD)u + Bv — BD + 1]
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7.2.2. Resultados principales
En este apartado mostraremos la regién de invarianza del sistema 7.5.

Lema 8 El conjunto A = {(u,v) € R?/ 0 <u <1, v >0}, es una regidn de invarianza
del sistema 7.5.

Demostracion: Para el sistema 7.5, se tiene:

d d
= Si u = 0, entonces d_u = 0, and, d_v = —Wuv(v — D) < 0y las trayectorias per-
T T

manecen sobre el eje v,ahora bien, si v < D entonces tiende a ser positivo,ahora,

si v > D entonces tiende a ser negativo. y es equivalente decir, que las trayectorias

permanecen en el eje v.

d d
» Si v =0, entonces d_v =0, and, d_u = —u*(u+ D)(u—1)(Au®> — Bu+1) <0y las
T T
trayectorias permanecen sobre el eje u
. du o dv
= Siu =1, tenemos que o= —Nv(1+ D) < 0, y para cualquier signo de pr
T T

—Wu(-=14+v—D)(A— B+1) <0, las trayectorias apuntan hacia el interior de A.

v

(0,D) @

L \i\

[0.-0) (1.0) u
fuente: Elaboracién propia (2022)

Figura 7.8: La regién de Invarianza A (Efecto Allee débil)

Lema 9 Las soluciones del sistema 7.5 son acotadas.

Demostracién: Con el objetivo de comprobar su comportamiento en el infinito mediante

la Compactificacién de Poincaré [8, 23, 35, 37] para esto se introducen las variables X = E,
v

1
y, Y = —. entonces,
v
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— uUu—

dX 1 [ du dv] dY 1 dv
and =

ar 2 Ve Var dr — vdr
Después de algunas manipulacion algebraicas, nosotros obtenemos:
dX 1. 2 2 2
= W[X (X +DY)[(Y — X)(AX® — BXY +Y*) — NY~?|
Ty - +WXY2(1—X — DY)(AX? - BXY +Y?)],
ay 1
==X - DY)(AX? — BXY +Y?)).
. . . 1 -
y realizando el cambio en la escala de tiempo T' = —7, nosotros obtenemos el siguiente
Y
sistema:
dX 2 2 2 2
o7 =X (X+DY)[(Y - X)(AX*—BXY +Y?) — NY~|
Zy : +WXY2(1— X — DY)(AX? — BXY +Y?),
ay
i WY3(1—-X — DY)(AX? - BXY +Y?).
Entonces,
. 0
JZ,(0,0) =
0 0

Se utiliza el metodo del blowing-up [8, 24], con el objetivo de desingularizar el origen en

el campo vectorial 2W(X ,Y'), haciendo los cambios de variable.

— _ 2 -
X =r,y, Y =r°s. entonces — = —. y, — _ 9rs

dT 4T’ dT ~ 2 \dT dT

Por lo tanto, el sistema anterior se transforma en el sistema

dX dr ds 1 /dY dr )

( ;Z—; =r%[(1 4 Drs)[(rs — 1)(A — Brs +r?s*) — Nrs?]
T N +Wrs?(1 —r — Dr?s)(A — Brs + r?s?)],
T = ros[-Wrs*(1 —r — Dr?s)(A — Brs +1r%*s*) — 2[(1 + Drs)[(rs — 1)(A — Brs + r%s%)
—Nrs?]]].

\

y realizando el cambio en la escala de tiempo ¢ = 7°T". Nosotros obtenemos:

( Z—z — [(14 Drs)[(rs — 1)(A — Brs + r2s?) — Nrs?]
7 N +Wrs*(1 —r — Dr?s)(A — Brs + r?s?)],
i s[~Wrs*(1 —r — Dr?s)(A — Brs +r?s*) — 2[(1 4+ Drs)[(rs — 1)(A — Brs + r%s?)
_Nrs?]]].
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cuya matriz Jacobiana en el punto (0,0) es:

_ A0
JZ,3(0,0) =
0 24

Donde det.J Z,(0,0) = —2A4% < 0,
Entonces, se tiene que (0,0) es un punto de silla de los campos vectoriales Z y % Por lo
tanto, el punto (0,00) es un punto de silla del campo vectorial compactificado. Es decir,

las érbitas del sistema son acotadas para cualquier valor de los pardmetros [8].

7.2.3. Naturaleza de los puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio del sistema 7.5, o singularidades del campo vectorial 2n, son
Py =1(0,0), P, =(1,0) y P, = (0,D). Y los puntos que se encuentran en la interseccién

de las curvas isoclinas:
(1—u)(Au? —Bu+1)—Nv=0 y u—v+D=0.

Estas tltimas singularidades (u, u+ D) satisfacen v = u+D y por lo tanto u debe satisfacer

la ecuacion.

(1 —u)(Au”> — Bu+1)— N(u+ D) =0
es decir, u debe ser la raiz del polinomio
p(u) = Au® — (B+ A)u*+ (1+ B+ N)u— (1 — ND). (7.6)

Usando la regla de signos de Descartes obtenemos que p(u) tiene tres raices reales positi-

vas y no tiene raices negativas.

» Sip(u) = Au® — (B+ A)u? + (1+ B+ N)u — (1 — ND), hay tres raices reales

positivas.

» Sip(—u) = —Au® — (B+ A)u®> — (1 + B+ N)u — (1 — ND), no hay raices reales

negativas.

Analizando los resultados de la regla de signos de Descartes.
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Cantidad de raices | 3 | 3
R 311
R~ 00
Cc* 012

El polinomio p(u) tiene tres raices reales positivas, dos (una simple y una de multiplicidad
dos) o una raiz real positiva.En cualquier situacién se puede asegurar la existencia de por
lo menos una raiz positiva que denotaremos por H. Dividiendo p(u) entre u — H y se
obtiene un trinomio de segundo grado que nos permitira conocer la existencia de otras
raices del polinomio p(u) y obtener condiciones algebraicas sobre el valor de los pardmetros

[37]. Por lo tanto,
plu)=(u—H) (Av> — (B+A—AH)u+1+B+ N — H(B+ A— AH)).

Teniendo en cuenta que el residuo de la divisién es cero, obtenemos:

1

51— H(AH® = BH + 1), (7.7)

Ademds, se tiene que necesariamente H < 1, ya que N > 0y B > 2v/A. Al sustituir N,

el factor cuadratico de p(u), tiene la forma:

2 — —
g(u) = <Au2_<B+A(1—H>)u+AH b - HBD AHD+DB+D+1>.

H+D

Utilizando nuevamente la regla de signos de Descartes, es claro que si (B+A(1—H)) <0,
entonces el polinomio ¢(u) no tiene raices reales positivas. En caso contrario, si (B+A(1—
H)) > 0 entonces el polinomio ¢(u) posee a lo mas dos raices reales positivas.

Definamos:

AH?D — HBD — AHD + DB+ D +1
ay=A;0 =—(B+A(1—-H); ay= il s

H+D

)Y

AA[AH?D — HBD — AHD + DB + D + 1]
H+D

A =a? —4dasag = (B+ Al — H))* — ).

Lema 10 Para q(u) se tiene que:

1. Asumiendo a; > 0 y as > 0;entonces

a) existen dos soluciones reales positivas, si y sélo si, A > 0, las cuales son:
1 1
uy = s—(a1 — VA) y ug = 5—(a1 + /D),
2a, 2ag
tales que u; < us.
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b) Existe una solucién real positiva de multiplicidad 2, si y sélo si, A = 0.

1
Esta solucién es u* = ﬁ(B + A(l—H))

¢) No tiene raices reales positivas, si y sélo si, A <0
2. No existen raices reales positivias, si y solo si,

a) ag =0y ay;>0,0

b) a1 <0y as>0.
Supongamos que 1 — ND = 0. La ecuacién (7.6) se reduce a:
po(u) = (Au* — (B + A)u+ (1+ B+ N))u. (7.8)

Ahora bien, sean by = A, by = —(B+ A) ,bo = (1+ B+ N)y Ay = (B + A)? —
4A(1+ B+ N).
Notamos que cuando u = 0, uno de los puntos de equilibrio positivo coincide con el

punto (0, D).
Lema 11 Para la ecuacion (7.8), se tiene que:

1. Asumiendo by = —(B+ A) <0y by =1+ B+ N > 0; entonces existe.

a) Dos soluciones reales positivas, si y sélo si, Ag > 0.
1 1

= (b = VA) yup = (b1 + /D),

2b0 2bO

U0 =

b) Una solucién real positiva de multiplicidad 2, si y sélo si, g = 0. Esta solucién

es

1
“_ 2 (Bt A
u 260( + A)

¢) No tiene raices reales positivas, si y sélo si, 2y < 0.

2. No existen raices reales positivas, si y sélo si:

a) by =0y by > 0.
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7.2.3.1. Puntos criticos sobre los ejes

Se analiza la estabilidad de los puntos de equilibrio que se encuentran en los ejes u y
v. Determinamos la existencia de una curva separatriz en el plano de fase que divide el

comportamiento de las trayectorias.
Lema 12 Para todo (A, B, N,W.D) el punto Py = (0,0) es un punto silla semi-hiperbolico.

Demostracion: La matriz Jacobiana del sistema 7.5 evaluada en el punto de equilibrio

Py =(0,0) es:

N 0 0
JZ,(0,0) =
0 WD

Como detJZn(O, 0)=0,y,tra(JZ,(0,0)) > 0 entonces el punto Py = (0,0) es un punto

silla semi-hiperbolico.
Lema 13 Para todo (A, B, N,W.D) el punto P, = (1,0) es un punto silla.

Demostracion: La matriz Jacobiana del sistema 7.5 evaluada en el punto de equilibrio

P =(1,0) es:

g~ [ TPFDA-BY _N(1+ D)
e 0 W(l+ D)(A—B+1)

Como detJZ,(1,0) = =W (D + 1)*(A— B+ 1)> <0, P, = (1,0) es un punto silla.
Lema 14 Para todo (A, B, N,W.D) el punto P, = (0, D) es un punto silla no-hiperbdlica.

Demostracién: La matriz Jacobiana del sistema 7.5 evaluada en el punto de equilibrio
Py =(0,D) es:
. 0 0
JZ,(0,D) =
WD —-WD
Como detJZn(O,D) =0,yel P, = (0,D) es un punto silla no-hiperbdlica( usando el

teorema de variedad central [16]).

Teorema 5 FExistencia de una curva homoclinica y bifurcacion homoclinica.
Como el elemento Ji1 de la matriz Jacobiana evaluada en JZU(O, D) =0 y el punto de
silla de Py = (ug,us + D) [12], coincide con el nodo atractor de (0, D), obteniendo un

atractor nodo de silla ( Un equilibrio no-hiperbolico)
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1. En el espacio de parametros, hay condiciones para que exista una curva homoclinica

determinada por las variedad central e inestable del nodo silla del atractor (0, D)

2. Eziste un ciclo limite no infinitesimal que se bifurca desde la homoclinica [12] que

rodea el punto Py(u4,us + D)

Demostracién: Sean W (0, D) las variedades estables y W*(0, D) inestables del punto

de silla no hiperbolico, respectivamente.

1. Las trayectorias determinada por la variedades inestables W% (0, D) no pueden cru-
zar la linea recta u = 1 hacia la derecha desde A | es decir la regién de invarianza.
Esta érbita no puede cortar ni cruzar la trayectoria determinada por el colector
central W3 (0, D), por el teorema de existencia y unicidad. Ademas, el w — limite

de las variedades inestables W (0, D) debe ser:

a) El punto P; = (u4,us + D), cuando este es un atractor.

b) Un ciclo limite estable, Si Py es repelente o si P, es un local atractor, rodeado

por dos ciclos limites.

Por otra parte, el a — limite de la W} (0, D) puede ser el punto de silla (1,0), o
reposa en el infinito en direccion del eje de las u, o en el punto P, es repulsor, o en
un ciclo limite inestable.

Luego, hay un subconjunto en el espacio de parametros para el cual WJ(0, D)
intersecta con Wi (0, D). W5 (0, D) N W*%(0, D)es no vacia, y se obtiene una curva
homoclinica. En este caso, el mismo puntos (0, D) es de o y de w — limite de la

variedades inestables W*(0, D).

2. La ruptura de la curva homoclinica determinada por la interseccién de W3 (0, D)
y W2(0, D), generan un ciclo limite no infinitesimal ( Existiendo una bifurcacién

homoclinica) [12], rodeando el punto P, = (uy, us + D)

7.2.3.2. Puntos de equilibrio positivos

La naturaleza del punto de equilibrio (H, H + D) depende de la relacién entre vy, vy,

las ordenadas de los puntos (u,vs) € W;(0,D) y (u,vs) € W%(0, D), respectivamente y
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ademads, la matriz Jacobiana en el punto (u,u + D), esta dada por:

N J11 —Nu?(u+ D)
JZn(U,U+ D) = ;
J21  W(—u— D)(Au® — Bu+1)

donde

JI1 = u[-6Au* +5(A+ B — AD)u® + (=4B +4AD + 4BD — 4 — 3N)u® +
(=3BD —3D —5ND + 3)u+2D(1 — ND)]

J21 = W(u+ D)[Au* + (=B + 2AD)u + 1]

Cabe resaltar que hacemos una sustitucién de u = H.Luego, el determinante de la matriz

Jacobiana viene dado por :
detJZ,(H, H + D) = Jyy % Jog — Jyg % Joy.

Mientras la traza esta dada por :

tra(JZ,(H,H + D)) = H[-6AH* + 5(A + B — AD)H? + (—4B + 4AD + 4BD — 4 —
3N)H? + (=3BD — 3D —5ND +3)H +2D(1 — ND)| — W(H + D)(AH? — BH + 1)
Sustituyendo ciertos valores, obtenemos:

P=—64

Reemplazando,tenemos:
tra(JZ,(H, H + D)) = H[PH* + QH? + OH? + RH + S| — W(H + D)(AH? — BH +1)
Asumiremos detJ Zn(H ,H+ D) > 0, lo que significa que la naturaleza de los puntos

dependen del signo de la traza, es decir, depende del factor:
T =H[PH*+QH*+ OH?+ RH + S| — W(H + D)(AH®> — BH + 1)

La denotaremos por E = (tra(JZ,(H,H + D)))? — 4detJZ,(H, H + D), para poder
determinar que el punto positivo es nodo o foco.

Para el andlisis de la naturaleza de todos los puntos de equilibrio que se encuentran en el
interior de A, se procede segin lo enunciado en el Lema 10, para uno, dos o tres puntos

de equilibrio positivos.
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7.2.3.3. Existencia de un tnico punto de equilibrio positivo.

Supongamos que existe un inico punto de equilibrio llamado Py = (H, H + D) en el

interior de A, es decir, satisface:

Teorema 6 Naturaleza del punto de equilibrio positivo.

1. Supongamos que vs > v,, entonces,

PH®+ QH*+ OH?+ RH? + SH
(H + D)(AH? — BH + 1)

a) Esun atractor hiperbdlico, siy sdlo si, W >

1) Es un nodo atractor, si y solo si, £ > 0.

2) Es un foco atractor, si y sdlo si, E < 0.

PH’+ QH*+OH?+ RH*> + SH
(H+ D)(AH? — BH + 1)

b) Es un repulsor hiperbdlico, siy sdlo si, W <

1) Es un nodo repulsor, siy solo si, E > 0.

2) Es un foco repulsor, si y solo si, E < 0.
c) Es un foco débil ( equilibrio no-hiperbélico), si y sdlo si:

_ PH>+QH*+OH®+ RH* + SH

W (H + D)(AH® — BH + 1)

2. Supongamos que vs < v,, entonces,(H, H+ D) es un nodo o foco repulsor hiperbdlico.

Prueba: Evaluando la matriz Jacobiana en el punto (H, H + D) y asumiendo que T es
negativo, positivo o cero, y considerando las posiciones relativas de la variedad estable del
punto (H, H + D) y la variedad inestable del punto (1, 0).

Note: La demostracién de 1 es inmediata usando la matriz jacobiana.

7.2.4. Algunas simulaciones

En esta seccién se realizan simulaciones del sistema adimensional en u y v, con el obje-
tivo de ilustrar los resultados de los lemas anteriores. Se puede observar en las simulaciones
que independientemente los valores que tomen los pardmetros A, B, N,W, y D € R", se
tiene:

El punto (0,0) es un punto de silla semi-hiperbolico, el punto (1,0) es un punto de silla

y el punto (0, D) es un punto silla no-hiperbolica.
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7.2.4.1. tres singularidades

En esta simulacién le proporcionamos los siguientes valores a los pardmetros: A = 8§,
B =45 N =04, W = 0.3y D = 0.35. Cabe resaltar que existen tres singularidades

aproximadamente cuando 0.3 < D < 0.64.

: u'=u(u+D)((1-u)(Au?-Bu+1)-Nv) A=8 B=45 N=04

: v'=Wy(u-v+D)(Aul-Bu+1) Ve S e

| : 1 . Tuéﬁﬂaaﬁ

L EEED i

I |

CO18F |

s i

i 5

| 14f \

i \ | |

e " \ (H3,H3+D) 1

> T | Print
08

|06}

i 0,D

i 04 »

|02f |

i 1,0)

: 01 b( ] -
| (0,0) . | | \ Qi
' f na A

! Cursor position: (0.292,24) : 06 08 1

fuente: Elaboracién propia (2022)

Figura 7.9: Simulacién con tres singularidades

Para estos valores de los pardmetros, el programa matlab arroja unos ciertos resultados
prediciendo el comportamiento de los puntos de estabilidad, los cuales concuerdan con los
analisis realizados en los lemas anteriores. En la tabla siguiente se mostrara el comporta-

miento de los puntos:
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4

There is an equilibrium point at (0, 0)
Its specific type has not been determined.

The Jacobian is:
1.4771e-05 0
0 0105

The eigenvalues and eigenvectors are:
1.4771e-05 (1,0)
0105 (0, 1)

Dizplay the linearization

Go away

(a) El punto de equilibrio (0, 0)

4. pplaned Equilibr..  — a X

There is an equilibrium paoint at (0, 0.35004)
Its specifictype has not been determined.

The Jacobian is:
2 4666e-05 0
0.10499 -0.10499

The eigenvalues and eigenvectors are:
-0.10499 (0, 1)
2 4ffGe-05 (070719 0.70702)

Display the linearization

o away

(c) El punto de equilibrio (0, D)

4 pplaned Equilibriv.. — ad X

There is a saddle point at (0.43428 0.78428).

The Jacobian is:
012287 -0.059167
013048 -0.13048

The eigenvalues and eigenvectors are:
0.087441 (0.85797,0.5137)
-0.09505 (0.26203, 0.96506)

Display the linearization

(G0 away

(e) El punto de equilibrio
(Hz, Hy + D)

4 pplaneB Eq..  — a *

There is a saddle point at (1, 0).

The Jacobian is:
-6.075 -0.54
0 18225

The eigenvalues and eigenvectors are;
-6.075 (1,0)
1.8225 (-0.068217, 0.99767)

[ Display the linearization H

o away

(b) El punto de equilibrio (1,0)

4 pplanet Equilbrium point.. — O X

There is 3 spiral sink at (0.29824, 0.64824),

The Jacobianis:
-0.010303 -0.023064
0.071857 -0.071857

The eigenvalues and eigenvectors are:
-0.04108+0.0266481 (0.37266+0.32266i, 0.87007)
-0.04108-0 0266481 (0.37266-0.32266i, 0.87007)

Display the linearization

Go away

(d) El punto de equilibrio
(Hy,H, + D)

4 pplaned Equilibrium poin., — O X

There is a spiral sink at (0.82997 1.18).

The Jacobian is:
-1043 -0.32513
098267 -0.98267

The eigenvalues and eigenvectors are:
-1.0128+0.564431 (-0.026622+0.4979i, 0.86683)
-1.0128-056443i (-0.026622-0.4979i, 0.86683)

Display the linearization

G0 away

(f) El punto de equilibrio
(Hs,Hs + D)

Figura 7.10: Resultados de matlab sobre el comportamiento de los puntos de estabilidad,
cuando hay tres singularidades dentro de la regién de invarianza(Efecto Allee débil).

fuente: Elaboracién propia (2022)
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7.2.4.2. dos singularidades

En esta simulacién le proporcionamos los siguientes valores a los parametros: A = 8,
B =45 N =04, W = 03y D = 0.3. Cabe resaltar que existen dos singularidades

aproximadamente cuando D = 0.3 o D = 0.64. En esta simulacion escogeremos D = 0.3.

| u'=u?u+D)((1-u)(AuZ-Bu+1)-Nv) A=8 B=45 N=04

| V'=Wv(u-v+D)(Aut-Bu+1) W=03 D=03

) . ]
C18t |

i o)

R ) S ]
Coar Yo ]
H "y {H2,H2+D)

i:- 1 { Print
o8t (H1,H1+D)

. 06

' 040D

l * .

021

i (0,0 " (1,0)

| o . Quit
| Cusorposon: (00851221) 0 08 1

fuente: Elaboracién propia (2022)

Figura 7.11: Simulacién con dos singularidades

Para estos valores de los pardmetros, el programa matlab arroja unos ciertos resultados
prediciendo el comportamiento de los puntos de estabilidad, los cuales concuerdan con los
analisis realizados en los lemas anteriores. En la tabla siguiente se mostrara el comporta-

miento de los puntos:
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4 pplaned Equil..  — g X 4 pplanef Eq.. — O X
There is an equilibrium paoint at (0, 0) There is a saddle point at (1, 0).
[tz specific type has not been determined.
The Jacobian is: The Jacobian is:
2.4638e-05 0 -5.85 -0.52
0 0.089995 0 1.755
The eigenvalues and eigenvectors are: The eigenvalues and eigenvectors are:
2.4638e-05 (1,0) -585 (1,0)
0.089995 (0, 1) 1.755 (-0.068217, 0.99767)
Display the linearization Display the linearization
G0 away Go away
(a) El punto de equilibrio (0,0) (b) El punto de equilibrio (1, 0)
4 pplaned Equilibr..  — O X 4 pplaned Equiibrium point.. — O X
There is an equilibrium point at (0, 0.30002) There is a spiral sink at (0.84128, 1.1413).
Its specific type has not been determined.
The Jacobian is: The Jacobian is:
1.114e-05 0 11746 -0.323
0.088987 -0.089993 0.9848 -0.9848
The eigenvalues and eigenvectors are: The eigenvalues and eigenvectors are;
-0.089998 (0, 1) -1.0797+0.556051 (-0.083607+0.48994i, 0.86773)
1.114e-05 (0.70715, 0.70706) -1.0797-0.55605i (-0.083607-0.48995i 0.86773)
Display the linearization Display the linearization
Go away Go away
(c) El punto de equilibrio (0, D) (d) El punto de equilibrio (Hz, Ho+
D)

Figura 7.12: Resultados de matlab sobre el comportamiento de los puntos de estabilidad,
cuando hay dos singularidades dentro de la regién de invarianza(Efecto Allee débil).

fuente: Elaboracién propia (2022)

Nota:

1. El punto (Hy, H; + D), no arroja resultados de su comportamiento en el aplicativo

matlab. Pero analizando la Figura 7.11 , podemos deducir que es un punto cuspide.

2. Cuando se realiza la simulacién cuando D = 0.64 , los puntos (H, H + D) mantiene

el mismo comportamiento, es decir, un punto cispide y el otro punto atractor.
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7.2.4.3. Una singularidad

En esta simulacién le proporcionamos los siguientes valores a los parametros: A = 8,
B=45 N=04,W =0.3y D = 0.2. Cabe resaltar que existe una singularidad cuando

D <030 D > 0.64. En esta simulacién escogeremos D = 0.2.

ut=u?u+D)((1-u)(Au®-Bu+1)-Nv) A=8 B=45 N=04
v'=Wv(u-v+D)(AuZ-Bu+1) W=03 D=02
of
18 |
1
16} ‘.._
14}
12F
- (HLHIHD) | oo
08
06t
\
04F
(0,0)
02f ¢
(0,0)
0 T— | i | | f CQuit

f na
Cursor position: (-0.162, 1.45)

fuente: Elaboracién propia (2022)

Figura 7.13: Simulacién con una singularidad

Para estos valores de los pardmetros, el programa matlab arroja unos ciertos resultados
prediciendo el comportamiento de los puntos de estabilidad, los cuales concuerdan con los
analisis realizados en los lemas anteriores. En la tabla siguiente se mostrara el comporta-

miento de los puntos:
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4 pplaned Equil..  — O bt

There is an equilibrium point at (0, 0)
Its specific type has not been determined.

The Jacobian is:
1.3885e-05 0
0 0.060001

The eigenvalues and eigenvectors are:
1.3885e-06 (1,0)
0.060001 (0.1)

Display the linearization

Go away

(a) El punto de equilibrio (0, 0)

4 pplaned Equilibr.. — O x

There is an equilibrium point at (0, 0.19994)
Its specific type has not been determined.

The Jacobian is:
-2.3137e-05 0
0.059998 -0.059993

The eigenvalues and eigenvectors are:
-0.059898 (0. 1)
-23137e-05 (070687 0.70724)

Display the linearization

G0 away

(c) El punto de equilibrio (0, D)

4 pplaned Eg... — O X

There is a saddle point at (1, 0).

The Jacobian is:
-h.4 -0.48
0 1.62

The eigenvalues and eigenvectors are:
54 (1,0)
162 (-0.068217, 0.99767)

Display the linearization

G0 away

(b) El punto de equilibrio (1,0)

4 pplanedEquiibriumpoin.,. — 0 X

There is a spiral sink at (0.86118, 1.0612).

The Jacobian is;
-1.3928 -0.3148
097345 -0.97345

The eigenvalues and eigenvectors are;
11830512340 (-0.18721+0.45751i, 0.86927)
11830512341 (-0.18721-0.45751i 0.86927)

Digplay the linearization

G0 away

(d) El punto de equilibrio (Hy, H; +
D)

Figura 7.14: Resultados de matlab sobre el comportamiento de los puntos de estabilidad,

cuando hay una singularidad dentro de la regién de invarianza(Efecto Allee débil).

fuente: Elaboracién propia (2022)

Nota:Siempre que exista una singularidad en el efecto Allee débil, esta singularidad

es un punto atractor.
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Capitulo 8

CONCLUSIONES

Motivado por los diversos trabajos realizados, en esta investigacién se propuso y se
realizo un estudio cualitativo sobre modelos de tipo Leslie-Gower, considerando que los
depredadores tienen un alimento alternativo, cuando su presa favorita se escasea, efecto
Allee en las presas y que la accién de los depredadores es descrita por una respuesta
funcional Holling tipo IV. Para determinar posibles dindmicas en la interaccién de las
presas y depredadores, cuando los pardmetros sobre el modelo son alterados, Lo cual se

obtuvieron las siguientes conclusiones:

» En vista que la condicién inicial esta relacionada a la cantidad de presas y depre-
dadores, antes de relacionarse entre si y con el ecosistema, independientemente al
modelo a tomar, se determina que las condiciones iniciales son importantes para
mostrar la convergencia sobre las dos especies, lo que podria conllevar a la extincién
de las presas en caso de considerar efecto Allee fuerte. Sin embargo, en ninguno de
los dos modelos muestra una extincién de ambas especies o una extincion total de
los depredadores debido al alimento alterno que presentan esta especie y a la no

captura de la misma.

» Es importante aclarar, que el uso del efecto Allee fuerte o débil dependerd de la
poblacién que estemos analizando. Recordar que el efecto Allee débil, se utiliza
para describir poblaciones que creceran en tamano de poblaciones bajos, mientras
el efecto Allee fuerte se usa cuando la tasa de crecimiento poblacional per capita
puede volverse negativo, es decir, que al pasar del tiempo el numero de individuos

disminuye lo que conllevaria a una posible extincién de la especie.
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Se ha evidenciado que alto consumo de parte de los depredadores es contrapro-
ducente, ya que pueden sobre explotar a las presas y estas tienden a la extincién
cuando el efecto Allee es fuerte, porque el punto (0, D) es atractor para toda condi-
cién de parametros, ademas implica que los depredadores creceran hasta su méaxima

capacidad de carga del ambiente.

Para el caso de considerar un efecto Allee debil sobre las presas, podria tener como
mucho tres equilibrios interiores y como minimo uno, por lo que las alteraciones sobre
la condicién inicial muestra diferentes convergencias en caso del sistema presente tres

equilibrios interiores, diferencia cuando presentan un tnico equilibrio.

Si se considera efecto Allee fuerte en las presas, el modelo asociado podria no tener
equilibrios interiores por lo que las presas pueden llegar a una extincién indepen-
dientemente de la condicion inicial, a diferencia de considerar efecto Allee débil en

las presas.

Sin importar el efecto Allee en las presas, se puede evidenciar que los depredadores
por el nuevo parametro que se anadié de alimento alternativo, no se extinguen, lo

que conlleva a estabilizarse a lo largo del tiempo o presentar soluciones periddicas.

Para el caso efecto Alle fuerte, existen evidencias para mostrar que existen dos
bifurcaciones sobre el modelo. La bifurcacion silla-nodo caracterizada por colision,
posterior desaparicion, de los dos equilibrios sobre el sistema, uno de ellos es punto
de silla. La bifurcaciéon de Hopf asociada por la colisién de un ciclo limite respecto al
equilibrio interior cuya estabilidad local no es un punto de silla y que posteriormente

desaparece el ciclo limite y la estabilidad del equilibrio cambia.

El caso de efecto Allee débil, se podria garantizar como minimo cuatro bifurcaciones:
Dos sillas-nodos, una de Hopf y homoclinica cuando existe un tinico equilibrio en el

interior del sistema.

En el modelo de efecto Allee fuerte no presentaria homoclinica debido a la estabilidad

local presentada sobre el punto de equilibrio (0, D).

Por ultimo, nuestros resultados también confirman el hecho de que si la poblacién de
los depredadores es generalista, es decir, tienen un alimento alternativo. La extincién

de cada especie se puede evitar, para ciertas condiciones iniciales.
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Capitulo 9

RECOMENDACIONES

Al finalizar este trabajo de investigacién se tiene las siguiente sugerencias:

= Realizando el andlisis del modelo estudiado, se sugiere que a este modelo se le
agregue el parametro de captura, lo que conlleva un control sobre las especies y asi

permitiendo la no extincién de estas.

= Para investigaciones futuras, se podrian centrar en el comportamiento de las es-
tabilidades positivas del efecto Allee fuerte y débil. Asi, evidenciar las diferentes

bifurcaciones que tienen dentro del sistema.

= Dado el caso que esta investigacion es de tipo basica, se podrian realizar investigacio-
nes futuras aplicadas a un ecosistema, el cual contengan por lo menos dos especies,
en la que una sea depredador y la otra la presa. Luego, con las condiciones iniciales
y con sus respectivos valores numéricos de los parametros, realizar el analisis del
comportamiento de estas y por ultimo contrastar los resultados obtenido con esta

investigacion.
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ANEXOS

Anexo 1: Plantilla de pplane8 en Matlab, para la realizacién de simulaciones numéricas.
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Anexo 2: Realizacion de la regiéon de invarianza del efecto allee débil.

{3 Gealebra Clisico

DB INER:

0

A = Interseca(EjeX, EjeY)

= (0.0)

B = Punto(EjeY)

- (0,653)

v = Vector(A, B)

-l

( = Punto(EjeX)

— (662,0)

u = Vector(A, ()
6.62

|

D = Punto(v)
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